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З'тверждено  ЕГО  ИМПЕРАТОРСКИМЪ 
ВЫСОЧЕСТВОМЪ  НАСЛѢДНИКОМЪ  ЦЕ¬ 
САРЕВИЧЕМЪ  Главнымъ  Начальникомъ. 

Начальникъ  Штаба  Генералъ- Адъютантъ  Ростовцовг. 
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ПРОГРАММА  НАЧАЛЬНОЙ  ГЕОМЕТРІИ. 


Составлена  на  основаніи  Наставленія  для  образованія  воспи¬ 
танниковъ  Военно-Учебныхъ  Заведеній,  Высочайше  утверж¬ 
деннаго  24-го  Декабря  184-8  года. 

ІІ-го  КЛАССА.  ОБЩАГО  КУРСА. 

(одна  лекція  въ  недѣлю). 


Начать  по  прошествіи  первыхъ  двухъ  мѣсяцевъ 

УЧЕБНАГО  ГОДА. 

ВВЕДЕНІЕ. 

1.  Пространство  ограниченное  и  безпредѣльное. 
Три  рода  протяженій  :  объёмы,  поверхности  и  линіи; 
точка.  Измѣренія,  приписываемыя  каждому  роду  про¬ 
тяженій.  Предметъ  Геометріи  и  ея  раздѣленіе.  Основ¬ 
ныя  опредѣленія  п  аксіомы  относительно  прямой  ли¬ 


ніи  и  плоскости. 


ГЕОМЕТРІЯ  НА  ПЛОСКОСТИ. 


ОТДѢЛЪ  I. 

Объ  углахъ  и  линіяхъ  перпендикулярныхъ ,  наклонныхъ  м 
параллелъныосъ . 

2.  Уголъ;  углы  большіе,  меньшіе  и  равные;  углы 
прямые,  острые  п  тупые.  Линіи  перпендикулярныя  п 
наклонныя.  Изъ  точки,  взятоіі  па  прямой  ,  можно 
возставить  къ  ней  только  одинъ  перпендикуляръ.  Пря¬ 
мые  углы  равны  между  собою.  Сумма  смежныхъ  угловъ 
равна  двумъ  прямымъ  угламъ.  Равенство  противопо¬ 
ложныхъ  угловъ. 

3.  Изъ  всякой  точки,  взятой  внѣ  прямой,  можно 
опустить  на  нее  перпендикуляръ,  и  ирп  томъ  только 
одинъ.  Наклонная  линія  длиннѣе  перпендикуляра,  и  со¬ 
ставляетъ  острые  углы  съ  обоими  перпендикулярами. 
Наклонныя,  проведенныя  изъ  одной  точки  перпендику¬ 
ляра,  и  равно  удаленныя  отъ  него,  равны  между  со¬ 
бою,  и  составляютъ  съ  иерпедикуляромъ  равные  углы. 
Изъ  двухъ  наклонныхъ,  проведенныхъ  чрезъ  одну 
точку  перпендикуляра,  та  длиннѣе,  которая  болѣе  уда¬ 
лена  отъ  него,  и  составляетъ  меньшій  уголъ  съ  дру¬ 
гимъ  перпендикуляромъ. 

4.  Два  перпендикуляра  къ  одной  и  той  же  прямой 
ппкогда  не  пересѣкаются.  Двѣ  прямыя,  составляющія 
съ  третею,  по  одну  ея  сторону,  внутренніе  углы. 
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которыхъ  сумма  равна  двумъ  прямымъ,  нигдѣ  не  встрѣ¬ 
чаются.  Линіи  параллельныя.  Наклонная  и  перпен¬ 
дикуляръ  къ  одной  и  той  же  прямой  всегда  пере¬ 
сѣкаются.  Чрезъ  .  данную  точку  можно  провести 
только  одну  линію,  параллельную  дайной  прямой. 
Двѣ  прямыя,  составляющія  съ  третею,  по  одну  ея 
сторону,  внутренніе  углы,  которыхъ  сумма  не  рав¬ 
на  двумъ  прямымъ,  непремѣнно  пересѣкутся.  Назва¬ 
нія  п  свойства  угловъ,  происходящихъ  отъ  пересѣче¬ 
нія  прямою  двухъ  параллельныхъ  линій. 

5.  Линіи,  параллельныя  одной  прямой,  параллель¬ 
ны  между  собою.  Два  угла,  имѣющіе  стороны  взаим¬ 
но  параллельныя  или  перпендикулярныя,  будутъ  или 
равны  между  собой,  пли,  взятые  вмѣстѣ,  составятъ  два 
прямые  угла.  Часто  двухъ  параллельныхъ  линій,  за¬ 
ключающіяся  между  двумя  другими  параллельными, 
равны  между  собою. 

ОТДѢЛЪ  II. 

Прямолинейныя  фигуры  и  измѣреніе  прямыхъ  линій. 

6.  Треугольникъ;  его  элементы  пли  части.  Раздѣ¬ 
леніе  треугольниковъ  по  ихъ  сторонамъ.  Сумма  раз¬ 
стояній  точки,  взятой  внутри  треугольника,  отъ  кон¬ 
цовъ  одной  изъ  его  сторонъ,  меньше  суммы  двухъ 
остальныхъ  боковъ.  Сумма  угловъ  треугольника.  Раз- 
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дѣленіе  треугольниковъ  по  ихъ  угламъ.  Большей  сто¬ 
ронѣ  треугольника  противолежитъ  и  большій  уголъ,  и 
на  оборотъ.  Части  совершенно  опредѣляющія  тре¬ 
угольникъ. 

7.  Многоугольники;  ихъ  раздѣленіе  по  числу  сто¬ 
ронъ  или  угловъ.  Многоугольники  съ  углами  исходя¬ 
щими  и  входящими.  Діагонали.  Предложенія  о  суммѣ 
внутреннихъ  и  внѣшнихъ  угловъ  многоугольника.  Че- 
тыреугольники  вообще.  Трапеція,  параллелограмъ, 
ромбъ,  прямоугольникъ  и  квадратъ.  Свойства  сторонъ, 
угловъ  п  діагоналей  въ  параллелограмѣ  ;  частности, 
относящіяся  къ  ромбу,  прямоугольнику  и  квадрату. 

8.  Измѣреніе  прямой  линіи.  Найти  общую  мѣру  и 
взаимное  отношеніе  двухъ  прямыхъ.  Прямыя  несоиз¬ 
мѣримыя. 


Предсѣдатель:  Главный  Наблюдатель  Остроградскій. 
Члены:  Дѣйств.  Статскій  Сов.  Кушакевичъ. 

Полковникъ  Павловскій. 
Профессоръ  Савичь. 
Капитанъ  Совко  1. 

Членъ  и  Редакторъ  Академикъ  Бу няковскій. 


Утверждено  ЕГО  ИМПЕРАТОРСКИМЪ 
ВЫСОЧЕСТВОМЪ  НАСЛѢДНИКОМЪ  ЦЕ¬ 
САРЕВИЧЕМЪ  Главнымъ  Начальникомъ. 

Начальникъ  Штаба  Генералъ-Адъютантъ  Росѵювцов ». 
4  Маи,  1831  г. 


ПРОГРАММА  НАЧАЛЬНОЙ  ГЕОМЕТРІИ. 

Составлена  на  основаніи  Наставленія  для  образованія  воспи¬ 
танниковъ  Военно-Учебныхъ  Заведеній,  Высочайше  утверж¬ 
деннаго  24—  го  Декабря  1 84-8  года. 

Ш-го  КЛАССА  ОБЩАГО  КУРСА. 

(три  лекціи  въ  недѣлю.) 

Въ  НАЧАЛѢ  КУРСА  ПОВТОРИТЬ  ПЕРВЫЕ  ДВА  ОТДѢЛА 

Геометріи. 

ОТДѢЛЪ  ІИ. 

Круговая  линія.  Измѣреніе  угловъ . 

1.  Кругъ;  радіусъ,  діаметръ,  дуга,  хорда,  секторъ 
и  сегментъ.  Равнымъ  дугамъ  соотвѣтствуютъ  равныя 
хорды,  и  на  оборотъ  :  равнымъ  хордамъ  принадле¬ 
жатъ  равныя  дуги.  Большимъ  дугамъ  соотвѣтствуютъ 
большія  хорды,  и  обратно.  Діаметръ  есть  наиболь- 
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шая  хорда,  н  раздѣляетъ  кругъ  пополамъ.  Меньшія 
хорды  отстоятъ  далѣе  чѣмъ  большія  отъ  центра  кру¬ 
га,  и  на  оборотъ. 

2.  Перпендикуляръ,  опущенный  изъ  центра  крута 
на  хорду,  раздѣляетъ  и  её,  и  соотвѣтствующую  ей 
дугу  пополамъ.  Три  точки,  не  лежащія  на  одной  пря¬ 
мой,  совершенно  опредѣляютъ  окружность. 

3.  Прямая  и  окружность  не  могутъ  имѣть  болѣе 
двухъ  общихъ  точекъ.  Касательная  къ  кругу.  Пер¬ 
пендикуляръ,  возставленный  изъ  конца  радіуса,  есть 
касательная  къ  кругу.  Дуги,  заключающіяся  между 
параллельными  линіями,  равны  между  собой,  и  обрат¬ 
но  :  двѣ  линіи  взаимно  параллельны,  когда  отсѣкаютъ 
равныя  дуги  на  одной  и  той  же  окружности. 

4.  Двѣ  окружности  могутъ  пересѣкаться  только  въ 
двухъ  точкахъ.  Прямая,  соединяющая  центры  двухъ 
пересѣкающихся  окружностей ,  перпендикулярна  къ 
общей  ихъ  хордѣ,  и  раздѣляетъ  её  пополамъ.  Прямая, 
соединяющая  центры  двухъ  взаимно  касательныхъ 
круговъ,  проходитъ  чрезъ  точку  касанія.  Условія,  от¬ 
носящіяся  къ  разстоянію  центровъ  двухъ  касатель¬ 
ныхъ  окружностей.  Условія,  при  которыхъ  два  круга 
пересѣкаются.  Обратныя  предложенія. 

5.  Уголъ  пропорціоналенъ  дугѣ,-  описанной  изъ  его 
вершины,  и  заключающейся  между  его  сторонами. 
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Измѣреніе  угловъ.  Общепринятое  и  десятичное  дѣле¬ 
ніе  ирямаго  угла. 

6.  Мѣра  угла,  котораго  стороны  встрѣчаютъ  окруж¬ 
ность. 


ОТДѢЛЪ  IV. 

Задачи ,  относящіяся  къ  предъидущимъ  Отдѣламъ  (  ). 

7.  Провести  перпендикуляръ  и  параллельную  линію 
къ  данной  прямой. 

8.  Раздѣлить  данную  прямую  и  данный  уголъ  на 
двѣ,  на  четыре,  на  восемь,  на  шестнадцать  и  проч. 
равныхъ  частей. 

9.  Построить  уголъ  равный  данному.  Построить 
треугольникъ  по  данной  сторонѣ  и  двумъ  другимъ  изъ 
остальныхъ  пяти  частей. 

10.  Провести  касательную  къ  кругу:  1°  изъ  данной 
точки;  2°  параллельно  данной  прямой;  3°  подъ  дан¬ 
нымъ  угломъ  къ  этой  прямой. 

11.  Описать  кругъ  около  треугольника.  Условіе,  при 
которомъ  кругъ  можетъ  быть  описанъ  около  чегыр-е- 
у голышка.  Вписать  кругъ  въ  треугольникѣ.  По  дан¬ 
ной  окружности  или  дугѣ,  найти  ея  центръ. 


(•)  Приступая  къ  IV  Отдѣлу,  Преподаватель  объяснитъ  употребле¬ 
ніе  линейки,  циркуля,  транспортира  и  чертежнаго  треугольника. 
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12.  Описать  кругъ,  проходящій  чрезъ  данныя  двѣ 
точки,  и  касающійся  данной  прямой. 

13.  На  данной  прямой  начертить  сегментъ,  вмѣща¬ 
ющій  данный  уголъ. 

ОТДѢЛЪ  V. 

Пропорціональныя  линіи  и  подобныя  прямолинейныя 

фигуры. 

14.  Когда  двѣ  прямыя  пересѣчены  параллельными 
линіями,  отрѣзывающими  равныя  части  на  одной  изъ 
нихъ,  то  отрѣзки  на  другой  будутъ  также  равны 
между  собой.  Прямая,  проведенная  въ  треугольникѣ 
параллельно  одной  изъ  его  сторонъ,  раздѣляетъ  двѣ 
другія  стороны  на  части  пропорціональныя.  Парал¬ 
лельныя  прямыя  отсѣкаютъ  отъ  двухъ  какихъ  ни 
есть  прямыхъ  линій  пропорціональныя  части.  Обрат¬ 
ныя  предложенія. 

15.  Подобные  треугольники.  Треугольники  подоб¬ 
ны  :  1°  когда  имѣютъ  равные  углы  или  пропорціо¬ 
нальныя  стороны  ;  2°  когда  имѣютъ  уголъ  рав¬ 
ный,  заключающійся  между  двумя  сторонами  про¬ 
порціональными;  3°  когда  стороны  одного  соот¬ 
вѣтственно  параллельны  или  перпендикулярны  сто¬ 
ронамъ  другаго.  Зависимость  между  сторонами  пря- 
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моугольнаго  треугольника,  перпендикуляромъ,  опу¬ 
щеннымъ  изъ  вершины  прямаго  угла  на  гипотенузу 
и  отрѣзками  гипотенузы.  Пиѳагорова  теорема. 

16.  Подобіе  многоугольниковъ.  Многоугольники,  со¬ 
ставленные  изъ  одинаковаго  числа  треуіольипковъ, 
подобныхъ  и  одинаково  расположенныхъ ,  подооны 
между  собой,  и  обратно.  Сходственныя  линіи  въ  по¬ 
добныхъ  многоугольникахъ  пропорціональны  между 
собой.  Периметры  подобныхъ  многоугольниковъ  отно¬ 
сятся  между  собой,  какъ  сходственныя  стороны  или 
другія  сходственныя  линіи  въ  этихъ  самыхъ  много¬ 
угольникахъ. 

17.  Правильные  многоугольники;  ихъ  подобіе.  Центръ 
многоугольника,  апотема,  углы  при  центрѣ.  Около 
правильнаго  многоугольника  всегда  можно  описать  и 
вписать  въ  него  кругъ.  Обратное  предложеніе.  Пери¬ 
метры  правильныхъ  многоугольниковъ  одинаковаго 
числа  сторонъ,  пропорціональны  радіусамъ  вписанныхъ 
и  описанныхъ  окружностей. 

18.  Отрѣзки  двухъ  хордъ,  пересѣкающихся  въ  кру¬ 
гѣ,  обратно  пропорціональны.  Перпендикуляръ,  воз¬ 
ставленный  изъ  какой  ни  есть  точки  діаметра,  и 
продолженный  до  встрѣчи  съ  окружностію,  есть  сред¬ 
няя  пропорціональная  линія  между  отрѣзками  діа¬ 
метра.  Свойства  двухъ  линій  пересѣкающихъ  кр\гъ, 
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или  одной  сѣкущей,  а  другой  касательной,  проведен¬ 
ныхъ  изъ  внѣшней  точки. 

19.  Понятіе  о  безконечно-малыхъ  величинахъ.  Кри¬ 
вую  линію  можно  разсматривать  какъ  многоуголь¬ 
никъ,  состоящій  изъ  безчисленнаго  множества  непз- 
мѣрпмо-малыхъ  прямолинейныхъ  сторонъ.  Окружно¬ 
сти  круговъ  пропорціональны  ихъ  радіусамъ. 

ОТДѢЛЪ  У 5. 

Задачи,  относящіяся,  къ  предыдущему  Отдѣлу. 

20.  Построить  четвертую  пропорціональную  къ 
тремъ  даннымъ  линіямъ.  Раздѣлить  данную  прямую 
на  нѣсколько  равныхъ  частей,  и  вообще  на  нѣсколь¬ 
ко  частей,  находящихся  между  собой  въ  данномъ  от¬ 
ношеніи.  Раздѣлить  данную  прямую  на  части,  про¬ 
порціональныя  частямъ  другой  прямой.  Построеніе  п 
употребленіе  масштабовъ. 

21.  На  данной  прямой  построить  многоугольникъ, 
подобный  данному. 

22.  Построить  среднюю  пропорціональную  между 
двумя  данными  прямыми.  Чрезъ  даиныя  двѣ  точки 
провести  кругъ  касательный  къ  данной  прямой. 

23.  Раздѣлить  данную  линію  въ  крайнемъ  и  сред¬ 


немъ  отношеніи. 
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24.  Провести  общія  касательныя  къ  двумъ  даннымъ 
кругамъ. 

25.  По  данному  вписанному  въ  кругѣ  правильному 
многоугольнику,  построить  правильный  многоуголь¬ 
никъ,  съ  тѣмъ  же  числомъ  сторонъ,  описанный  около 
круга,  и  на  оборотъ:  имѣя  послѣдній,  построить  пер¬ 
вый.  По  данному  радіусу  п  сторонѣ  вписаннаго  въ 
кругѣ  правильнаго  многоугольника,  вычислить  сторо¬ 
ну  многоугольника  описаннаго,  съ  тѣмъ  же  числомъ 
сторонъ.  По  данному  радіусу  круга  и  сторонѣ  впи¬ 
саннаго  правильнаго  многоугольника,  найти  сторону 
вписаннаго  же  правильнаго  многоугольника,  но  ы> 
двойнымъ  числомъ  сторонъ. 

26.  Построить  правильные  многоугольники  о  четы¬ 
рехъ,  восьми,  шестнадцати  и  проч.,  о  трехъ,  шести, 
двѣнадцати  и  проч.,  о  пяти,  десяти,  двадцати,  пят¬ 
надцати,  тридцати  п  проч.  сторонахъ. 

27.  Показать  возможность  опредѣленія  приближен¬ 
наго  отношенія  окружности  къ  діаметру.  Приближен¬ 
ныя  выраженія  этого  отношенія.  Вычисленіе  дли¬ 
ны  окружности,  пли  какой  ни  есть  ея  части,  по  дан¬ 
ному  радіусу,  и  обратно:  опредѣленіе  радіуса  по  дан¬ 
ной  окружности. 
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ОТДѢЛЪ  VII. 

Измѣреніе  и  сравненіе  площадей  многоугольниковъ  и 

круга. 


28.  Площади  двухъ  прямоугольниковъ,  имѣющихъ 
равныя  основанія,  относятся  между  собой  какъ  ихъ 
высоты.  Площади  двухъ  прямоугольниковъ  при  какихъ 
ни  есть  основаніяхъ  и  высотахъ,  относятся  между 
собой  какъ  произведенія  ихъ  основаній  на  высоты. 
Единичная  площадь.  Площадь  прямоугольника  равна 
произведенію  изъ  его  основанія  на  высоту. 

29.  Равенство  параллелограмовъ  при  равныхъ  осно¬ 
ваніяхъ  и  высотахъ.  Площадь  треугольника.  Опредѣ¬ 
леніе  площади  какого  ни  есть  многоугольника.  Пло¬ 
щадь  трапеціи. 

30.  Площади  правильныхъ  многоугольниковъ,  кру¬ 
га,  сектора  и  сегмента. 

31.  Площади  многоугольниковъ  подобныхъ  и  кру¬ 
говъ  относятся  между  собой  какъ  квадраты  сходствен¬ 
ныхъ  въ  нихъ  линій.  Слѣдствія  этого  предложенія, 
относящіяся  до  площадей  правильныхъ  многоугольни¬ 
ковъ  и  круговъ.  Площадь  какой  ни  есть  Фигуры,  по¬ 
строенной  на  гипотенузѣ,  равна  суммѣ  площадей  по¬ 
добныхъ  ей  Фигуръ,  построенныхъ  на  катетахъ. 
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32.  Выраженіе  квадрата,  построеннаго  на  сторонѣ 
треугольника,  лежащей  противъ  остраго  и  тупагоугла. 

ОТДѢЛЪ  VIII. 

Задачи ,  относящіяся  къ  вычисленію  площадей. 

33.  Данный  многоугольникъ  обратить  къ  другой, 
равномѣрный  съ  нимъ,  и  имѣющій  меньшее  число 
сторонъ.  Обратить  многоугольникъ  въ  равномѣрный 
съ  нимъ  квадратъ.  Найти  площадь  многоугольника 
помощію  масштаба. 

34.  Найти,  съ  требуемою  точностію,  радіусъ  круга, 
имѣющаго  данную  площадь.  Найти  радіусъ  круга, 
котораго  площадь  равна  суммѣ  или  разности  площа¬ 
дей  двухъ  данныхъ  круговъ. 

35.  Найти  по  приближенію  площадь  криволинейной 
Фигуры. 

Предсѣдатель:  Главный  Наблюдатель  Остроградскій. 

Члены:  Дѣйств.  Статскій  Сов.  Кушакевичъ. 

Полковникъ  Павловскій. 

Профессоръ  Савичь. 

Капитанъ  Совко  1. 

Членъ  и  Редакторъ:  Академикъ  Буняковскій. 
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Утверждена  ЕГО  ИМПЕРАТОРСКИМЪ 
ВЫСОЧЕСТВОМЪ  НАСЛѢДНИКОМЪ  ЦЕ¬ 
САРЕВИЧЕМЪ  Главнымъ  Начальникомъ . 

Начальникъ  Штаба  Г  ей  ер  алъ- Адъютантъ  Ростощоаъ. 
4  Мая,  18о1  г. 


ПРОГРАММА  НАЧАЛЬНОЙ  ГЕОМЕТРІИ. 


Составлена  на  основаніи  Наставленія  для  образованія  воспи¬ 
танниковъ  Военно-Учебныхъ  Заведеній,  Высочайше  утверж¬ 
деннаго  24-го  Декабря,  1848  года. 

ІѴ-го  КЛАССА  ОБЩАГО  КУРСА. 

(двѣ  ЛЕКЦІИ  ВЪ  НЕДѢЛЮ,  ВЪ  ТЕЧЕНІИ  ПЕРВАГО  ПОЛУГОДІЯ.) 

Въ  НАЧАЛѢ  КУРСА  СДѢЛАТЬ  КРАТКОЕ  ОБОЗРѢНІЕ  ПРОЙ¬ 
ДЕННАГО  ВЪ  ПЕРВЫЕ  ДВА  ГОДА. 

ГЕОМЕТРІЯ  ВЪ  ПРОСТРАНСТВѢ. 

ОТДѢЛЪ  IX. 

Прямыя  линіи  и  плоскости ,  разсматриваемыя  въ  про¬ 
странствѣ. 

1.  Опредѣленіе  плоскости.  Прямая,  имѣющая  двѣ 
точки  общія  съ  плоскостію,  вся  лежитъ  въ  этой  пло¬ 
скости.  Условія,  опредѣляющія  положеніе  плоскости. 
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Взаимное  пересѣченіе  двухъ  и  трехъ  плоскостей.  Пер¬ 
пендикуляры  къ  прямой  въ  какой  ни  есть  ея  точкѣ.  Пря¬ 
мыя  въ  пространствѣ  могутъ  не  пересѣкаться,  п  оыть 
между  тѣмъ  не  параллельными.  Косой  многоугольникъ. 

2.  Перпендикуляры  къ  прямой  въ  какой  ни  есть 
ея  точкѣ,  находятся  въ  одной  плоскости.  Перпендику¬ 
ляръ  къ  плоскости.  Чрезъ  каждую  точку  прямой  можно 
провести  перпендикулярную  къ  ней  плоскость  и  толь¬ 
ко  одну.  Свойства  перпендикуляра  къ  плоскости  п  ли¬ 
ній  къ  ней  наклонныхъ. 

3.  Линія,  параллельная  перпендикуляру  къ  плоскости, 
сама  къ  ней  перпендикулярна,  и. на  оборотъ:  перпен¬ 
дикуляры  къ  плоскости  всѣ  между  собой  параллельны. 
Линіи,  параллельныя  одной  птой  же  прямой,  параллель¬ 
ны  между  собою.  Изъ  точки,  внѣ  плоскости,  можно 
опустить  на  послѣднюю  одинъ  только  перпендикуляръ. 

4.  Линія  проведенная  параллельно  прямой,  находя¬ 
щейся  въ  плоскости,  нигдѣ  не  встрѣчаетъ  этой  пло¬ 
скости.  Плоскости,  перпендикулярныя  къ  одной  пря¬ 
мой,  нигдѣ  не  встрѣчаются.  Двѣ  плоскости,  между  со¬ 
бой  параллельныя,  пересѣкаются  третею  плоскостію  по 
линіямъ  параллельнымъ.  Прямая,  перпендикулярная  къ 
одной  изъ  параллельныхъ  плоскостей,  перпендикуляр¬ 
на  и  ко  всѣмъ. 

5.  Части  параллельныхъ  линій,  отсѣкаемыя  двумя 
параллельными  плоскостями ,  равны  между  собой. 
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Когда  стороны  двухъ  угловъ,  лежащихъ  въ  различ¬ 
ныхъ  плоскостяхъ,  соотвѣтственно  параллельны, то  углы 
равны  между  собою,  или,  взятые  вмѣстѣ,  составляЕОтъ 
два  прямые  угла,  а  плоскости  ихъ  взаимно  параллель¬ 
ны.  Части  двухъ  прямыхъ,  отсѣкаемыя  тремя  парал¬ 
лельными  плоскостями,  пропорціональны  между  собой. 

6.  Двугранные  углы ;  ребро,  грань  плп  сторона. 
Измѣреніе  двугранныхъ  угловъ.  Плоскости  взаимно 
перпендикулярныя.  Своііства  двугранныхъ  угловъ, 
происходящихъ  отъ  пересѣченія  двухъ  параллельныхъ 
плоскостей  какою  ни  есть  плоскостію.  Взапмыя  свой¬ 
ства  перпендикуляра  къ  плоскости  п  плоскостей ,  пер¬ 
пендикулярныхъ  между  собой. 

•  ! 

ОТДѢЛЪ  X. 

О  многогранныхъ  гулахъ  и  о  многогранникахъ. 

7.  Многогранные  углы.  Всякій  плоскій  уголъ  мно¬ 
гограннаго  угла  менѣе  суммы  всѣхъ  остальныхъ.  Въ 
многогранномъ  углѣ,  съ  углами  исходящими,  сумма 
всѣхъ  плоскихъ  угловъ  менѣе  четырехъ  прямыхъ.  Ра¬ 
венство  трегранныхъ  угловъ. 

8.  Многогранники  вообще;  грани,  ребра  и  верши¬ 
ны.  Простѣйшіе  виды  многогранниковъ  :  тетраэдръ, 
пирамида  полная  и  усѣченная,  призма  прямая  н  на¬ 
клонная,  призма  усѣченная,  параллелепипедъ,  кубъ 

или  правильный  шестигранникъ.  Измѣреніе  поверхно- 
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стой  многогранниковъ.  Поверхность  призмы  включая 
основанія  п  безъ  основаній.  Равенство  п  подобіе 
многогранниковъ  вообще,  п  въ  особенности  призмъ  и 
пирамидъ.  Сравненіе  поверхностей  подобныхъ  много¬ 
гранниковъ. 

9.  Отношеніе  между  площадями  сѣченій  пирамиды 
плоскостями  параллельными  ея  основанію.  Нахожде¬ 
ніе  высоты  усѣченной  пирамиды. 

10.  Объёмъ  тѣла.  Отношеніе  объёмовъ  прямоуголь¬ 
ныхъ  параллелепипедовъ  при  равныхъ  основаніяхъ; 
отношеніе  объёмовъ  прямоугольныхъ  параллелепппе- 
до вт>  вообще.  Объёмъ  прямоугольнаго  параллелепипеда. 
Равномѣрность  параллелепипедовъ  при  равныхъ  осно¬ 
ваніяхъ  и  высотахъ.  Объёмъ  какого  ни  есть  параллеле¬ 
пипеда.  Отношеніе  объёмовъ  двухъ  параллелепипедовъ. 

11.  Объёмы  треугольной  и  многогранной  призмы. 
Отношеніе  объёмовъ  двухъ  призмъ,  и  въ  особенно¬ 
сти  подобныхъ.  Разложеніе  треугольной  усѣченной 
призмы  па  три  тетраэдра. 

12.  Объёмы  двухъ  пирамидъ,  имѣющихъ  равномѣр¬ 
ныя  основанія  и  равныя  высоты,  равны  между  со¬ 
бой.  Объёмъ  тетраэдра.  Объёмъ  пирамиды.  Объёмъ 
усѣченной  призмы.  Отношеніе  объемовъ  двухъ  пира¬ 
мидъ,  въ  особенности  подобныхъ.  Объёмъ  усѣченной 
пирамиды. 

13.  Показать  возможность  вычисленія  объёма  какого 
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ни  есть  многогранника.  Объемы  подобныхъ  много¬ 
гранниковъ  пропорціональны  кубамъ  сходственныхъ 
линій.  Понятіе  о  правильныхъ  многогранникахъ  съ 
исходящими  углами. 


ОТДѢЛЪ  XI. 

О  круглыхъ  тѣлахъ. 

14.  Прямой  цилиндръ,  прямой  конусъ  и  шаръ.  Сѣ¬ 
ченія  цилиндра  плоскостями  перпендикулярными  и 
параллельными  къ  его  оси.  .  Сѣченіе  конуса  плоско¬ 
стію  перпендикулярною  къ  его  оси,  и  плоскостію, 
проходящею  чрезъ  ось.  Сѣченіе  шара.  Касательная 
плоскость  къ  шару.  Кратчайшее  разстояніе  между  дву¬ 
мя  точками,  взятыми  на  шаровой  поверхности. 

15.  Поверхности  и  объёмы  цилиндра  и  конуса.  От¬ 
ношенія  между  поверхностями  цилиндровъ  и  между 
ихъ  объёмами.  Отношенія  между  поверхностями  кону¬ 
совъ  и  между  объёмами  этихъ  тѣлъ.  Поверхность  и 
объёмъ  усѣченнаго  конуса. 

16.  Поверхности  шароваго  пояса,  шароваго  сегмен¬ 
та  и  всего  шара. 

17.  Объёмъ  шароваго  сектора  и  всего  шара.  Объё¬ 
мы  шароваго  сегмента  и  пояса. 

18.  Подобіе  цилиндровъ  и  конусовъ.  Отношеніе 
поверхностей  и  объёмовъ  шаровъ,  описанныхъ  разны¬ 
ми  радіусами. 
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19.  Отношеніе  между  поверхностями  и  объёмами 
шара  и  описанныхъ  около  него  цилиндра  и  конуса. 

Примѣчаніе.  Программа  должна  быть  выполнена  въ 
первую  половину  курса;  затѣмъ,  по  окончаніи  полу- 
годоваго  экзамена,  повторить  главныя  статьи  прой¬ 
деннаго  изъ  Математики  во  всѣхъ  четырехъ  классахъ 
Общаго  Курса. 

Предсѣдатель:  Главный  Наблюдатель  Остроградскій. 
Члены:  Дѣйств.  Статскій  Сов.  Кушакевичъ. 

Полковникъ  Павловскій. 
Профессоръ  Савичь. 
Капитанъ  Совко  1. 

Членъ  и  Редакторъ :  Академикъ  Буняковскій. 


КОНСПЕКТЪ 


ПРЕПОДАВАНІЯ  НАЧАЛЬНОЙ  ГЕОМЕТРІЯ, 

составленъ  на  основаніи  Наставленія  для  образованія  воспи¬ 
танниковъ  Военно-Учебныхъ-Заведеній,  Высочайше  утверж¬ 
деннаго  24-го  Декабря  484-8  года. 
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Утперждепо  ЕГО  ИМПЕРАТОРСКИМЪ 
ВЫСОЧЕСТВОМЪ  НАСЛѢДНИКОМЪ  ЦЕ¬ 
САРЕВИЧЕМЪ  Главнымъ  На  ч  ал  ыі  о  комъ. 

Начальникъ  Штаба  Гспсралт.-Адгютаптъ  Ропповцов в. 

4  Мая  1851  г. 


ОБЩІЯ  ЗАМѢЧАНІЯ. 


По  свидѣтельству  опытнѣйшихъ  Педагоговъ  изученіе  Геоме¬ 
тріи,  преимущественно  предъ  другими  науками ,  способствуетъ 
развитію  и  изощренію  умственныхъ  силъ,  утверждаетъ  въ  здра¬ 
вой,  природной  логикѣ  и  пріучаетъ  къ  той  строгости  умо¬ 
заключеній,  которая,  по  превосходству,  получила  даже  назва¬ 
ніе  геометрической.  При  значительномъ  вліяніи  Геометріи  на 
первоначальное  умственное  развитіе,  вопросъ  о  способѣ  изло¬ 
женія  и  преподаванія  этой  отрасли  Математики  получаетъ 
чрезвычайную  важность,  почему  и  требуетъ  полнаго  и  тща¬ 
тельнаго  обсужденія.  Постараемся  разобрать  этотъ  предметъ  съ 
должнымъ  вниманіемъ. 

I.  Геометрія,  разсматривая  свойства  и  измѣренія  ограничен¬ 
наго  пространства,  принадлежитъ  безспорно  къ  Прикладной 
Математикѣ.  Устраняя  всякое  понятіе  о  веществѣ,  въ  смыслѣ 
Физическомъ,  она,  по  малому  числу  основныхъ  идей,  заимствуе¬ 
мыхъ  ею  изъ  наблюденій,  должна  занимать  въ  ряду  математи¬ 
ческихъ  знаній  первое  мѣсто  послѣ  Чистаго  Анализа ,  который, 
въ  этомъ  отношеніи,  стоитъ  еще  выше  Геометріи.  Въ  самомъ 
дѣлѣ,  Геометрія  зависитъ  и  отъ  сущности  пространства,  и  отъ 
нашихъ  чувствъ.  Еслибъ  свойство  пространства  или  природа 
человѣка  измѣнились,  то  и  самая  Геометрія  подверглась  бы 
измѣненію;  допустивъ,  напримѣръ,  что  пространство  получило 
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четвертое  измѣреніе,  пришлось  бы  совершенно  перемѣнить  нашу 
Геометрію ;  изслѣдованіе  же  этого  новаго,  воображаемаго 
пространства  о  четырехъ  измѣреніяхъ,  путемъ  чистаго  анали¬ 
за,  не  представило  бы  и  тогда  никакого  затрудненія.  Подоб¬ 
нымъ  образомъ,  Геометрія,  для  человѣка,  лишеннаго  отъ  рожде¬ 
нія  чувства  осязанія,  была  бы  наукой  отличною  отъ  настоящей: 
для  него  протяженіе  имѣло  бы  только  два  измѣренія.  Что  ска¬ 
зано  здѣсь  о  Геометріи,  можетъ  быть  отнесено  и  ко  всѣмъ 
прикладнымъ  наукамъ  :  съ  измѣненіемъ  свойство  пространства, 
всѣ  онѣ  измѣнились  бы  сами,  не  говоря  даже  объ  тѣхъ  пере¬ 
мѣнахъ,  которыя  воспослѣдовали  бы  въ  сущности  тѣлъ.  Но 
эти  предполагаемыя  уклоненія  отъ  настоящихъ  нашихъ  по¬ 
нятій  о  протяженіи  вообще,  не  имѣли  бы  ни  малѣйшаго  влія¬ 
нія  на  Чистый  Анализъ.  . 

Хотя  многіе  писатели  относили  Геометрію  къ  Чистой  Мате¬ 
матикѣ,  однакожъ,  по  сущности  своей,  она  принадлежитъ  къ 
прикладной  ея  части.  Съ  другой  же  стороны,  но  малочислен¬ 
ности  первоначальныхъ  понятій,  заимствуемыхъ  ею  изъ  пока¬ 
заній  нашихъ  чувствъ,  она,  безъ  сомнѣнія,  должна  занимать 
первое  мѣсто  въ  наукахъ  прикладныхъ.  Вотъ  естественная 
причина,  по  которой  Начальную  Геометрію  относятъ  къ  эле¬ 
ментарнымъ  частямъ  Математики,  и  помѣщаютъ  вслѣдъ  за 
Алгеброй,  или,  еще  чаще,  ведутъ  её  параллельно  съ  началами 
Алгебры,  то  есть  съ  элементарною  частію  чистаго  математи¬ 
ческаго  анализа. 

Указавъ  на  мѣсто,  которое  занимаетъ  Геометрія  въ  обшир¬ 
ной  рамѣ  точныхъ  наукъ,  слѣдуетъ  опредѣлить  съ  какою  цѣ¬ 
лію,  въ  какомъ  объёмѣ  и  порядкѣ  она  должна  быть  преподавае¬ 
ма  при  извѣстныхъ  условіяхъ,  и  наконецъ  какіе  способы  изло¬ 
женія,  при  разнообразіи  обстоятельствъ,  поведутъ  къ  пред¬ 
полагаемой  цѣли  самымъ  надёжнымъ  и  естественнымъ  путемъ. 
Займемся  рѣшеніемъ  этихъ  необходимыхъ  вопросовъ. 
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II.  Изученіе  Геометріи  представляетъ  двѣ  стороны,  которыя, 
можетъ  быть,  обозначаются  въ  ней  рѣзче  нежели  въ  другихъ 
наукахъ.  Цѣль  умозрительная  —  развитіе  силы  мышленія  — 
и  цѣль  практическая  —  многоразличныя  приложенія  этой  науки 
въ  общежитіи. 

Вліяніе  основательнаго  изученія  Геометріи  на  изощреніе 
способностей  ума  есть  Фактъ,  никѣмъ  неоспариваемый.  Изъ 
элементарныхъ  наукъ,  она,  безъ  сомнѣнія  ,  съ  наибольшими 
ручательствами  за  успѣхъ,  и  скорѣе  другихъ,  развиваетъ  при¬ 
родную  логику,  усиливаетъ  вниманіе  и  способность  соображе¬ 
нія,  пріучаетъ  подвергать  каждый  предметъ  обстоятельному, 
полному  разбору,  и  даетъ  правильное  направленіе  нашимъ 
сужденіямъ.  Человѣкъ,  одаренный  отъ  природы  умомъ  здра¬ 
вымъ,  и  изучившій  вб-время,  и  главное,  раціональнымъ  обра¬ 
зомъ,  эту  науку,  пріобрѣтетъ  безсознательно  всѣ  упоминаемыя 
качества.  Во  всякомъ  трудѣ  его,  какого  бы  рода  онъ  ни  былъ, 
замѣтна  будетъ  вѣрность  взгляда,  логическая  послѣдовательность 
идей  и  обдуманность,  безъ  которой  ни  одно  произведеніе  ума 
не  можетъ  имѣть  истиннаго  достоинства. 

Практическая  польза  Геометріи  въ  наукахъ,  искусствахъ  и 
ремеслахъ  такъ  осязательна,  что  говорить  о  ней  было  бы  из¬ 
лишнимъ. 

Такая  двойственность  цѣли  ведетъ  къ  вопросу,  какъ  сораз¬ 
мѣрить  объемъ  преподаванія  Геометріи  относительно  умозри¬ 
тельнаго  и  практическаго  ея  значенія  ?  Достоинство  науки  и 
важность  первой  цѣли  для  средняго  и  высшаго  образованія 
требуютъ,  чтобы  цѣлость  чисто  теоретической  стороны  Геоме¬ 
тріи  осталась  неприкосновенною,  и  чтобы  слѣдовательно  въ  из¬ 
ложеніи  не  ограничивались  однѣми  истинами ,  практически  по¬ 
лезными.  Къ  этому  можно  еще  прибавить,  что  такое  ограни¬ 
ченіе,  не  говоря  уже  о  трудности  отдѣлить  предложенія  прак¬ 
тически  полезныя  отъ  тѣхъ,  которыя  по-видимому  не  прммѣ- 
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нимы  къ  практикѣ,  могло  бы  нарушить  связь  изложенія,  столь 
необходимую  во  всѣхъ  наукахъ,  и  преимущественно  въ  мате¬ 
матическихъ.  Важность  призванія  воспитанниковъ  Военно-Учеб¬ 
ныхъ  Заведеніи  безъ  сомнѣнія  требуетъ,  чтобы  они  изучили 
Геометрію  въ  духѣ  этого  высшаго  назначенія  науки. 

III.  Опредѣленіе  Геометріи  какъ  пауки  о  свойствахъ  и  из¬ 
мѣреніи  различныхъ  протяженіи,  указываетъ  вполнѣ  на  кругъ 
ея  занятій,  обнимающій  всякаго  рода  изслѣдованія  о  прямыхъ 
и  кривыхъ  линіяхъ,  о  плоскихъ  и  кривыхъ  поверхностяхъ  и  о 
различныхъ  тѣлахъ.  При  такомъ  разнообразіи  предметовъ,  под¬ 
лежащихъ  ея  изысканіямъ,  возникаетъ  вопросъ  :  какими  изъ 
нихъ  должна  ограничиться  Элементарная  или  Начальная  I  ео- 
метрія?  Отвѣчать  безусловно  на  этотъ  вопросъ  конечно  не¬ 
возможно,  и,  во  всякомъ  случаѣ,  неизбѣженъ  нѣкоторый  произ¬ 
волъ.  По,  къ  счастію,  эта  неопредѣленность  нисколько  не  на¬ 
рушаетъ  достоинства  науки,  и  не  вредитъ  ея  преподаванію. 
Вѣковой  опытъ  назначилъ  границы  Элементарной  Геометріи,  и 
какою  она  была,  по  своему  объёму,  во  времена  Эвклида  — 
слишкомъ  двѣ  тысячи  лѣтъ  тому  назадъ,  —  такою  осталась  и 
до  нашего  времени,  по  крайней  мѣрѣ  въ  главныхъ  предметахъ 
своихъ.  И  такъ,  согласно  со  всѣми  древними  и  новыми  писа¬ 
телями,  Начальная  Геометрія  должна  ограничиваться  изложе¬ 
ніемъ  основныхъ  началъ  науки ,  изслѣдованіемъ  свойствъ  и 
измѣреній  прямыхъ  и  круговыхъ  линій,  прямолинейныхъ  Фигуръ 
и  площади  круга ,  различными  сопряженіями  прямыхъ  линій  въ 
пространствѣ,  плоскостями  и  ихъ  сопряженіями,  наконецъ  мно¬ 
гогранниками  и  нѣкоторыми  •  предложеніями ,  относящимися 
къ  тремъ  круглымъ  тѣламъ.  Всё  остальное  относятъ  обыкно¬ 
венно  къ  Высшей  или  Трансцендентной  І'еометрги.  Впрочемъ, 
не  выходя  изъ  означенныхъ  сей-часъ  предѣловъ  Начальной  Гео¬ 
метріи,  объёмъ  ея  можетъ  быть  и  увеличенъ  и  уменьшенъ, 
соображаясь  съ  степенью  предполагаемаго  математическаго 
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образованія.  Для  любителей  Геометріи  и  для  тѣхъ,  которые  за¬ 
нимаются  ею  по  призванію,  можно  ввести  въ  эту  науку  мно¬ 
гія  предложенія,  вообще  болѣе  любопытныя,  нежели  полезныя, 
разныя  остроумныя  изслѣдованія  ,  какъ  напримѣръ  о  теоріи 
параллельныхъ  линій ,  о  свойствахъ  сѣкущихъ  ( ігапзѵсгзаіе *), 
о  теоріи  проэкцій  и  нѣкоторыя  другія  статьи.  По,  при  оіра- 
ничснности  времени,  сравиитсльльно  съ  числомъ  предметовъ 
преподаванія,  требуемыхъ  условіями  прочнаго  общаго  образо¬ 
ванія,  было  бы  неблагоразумно  увеличить  объёмъ  одной  науки 
оъ  ущербомъ  для  другихъ.  Поэтому,  достаточно  озаботиться 
основательнымъ  изложеніемъ  необходимыхъ  статей  Іеометріи, 
соблюдая  въ  нихъ  стройность  и  соразмѣрность  въ  частяхъ,  и 
только  съ  крайнею  осмотрительностію  прибавлять  къ  нимъ  нѣ¬ 
которыя  подробности,  составляющія,  такъ  сказать,  роскошь 
науки.  Согласно  съ  сказаннымъ  написанъ  этотъ  Конспектъ 
Начальной  Геометріи . 

IV.  Систематическое  распредѣленіе  предметовъ  въ  курсѣ 
Геометріи  было  всегда  камнемъ  преткновенія  для  писателей; 
чѣмъ  болѣе  вникаемъ  въ  сущность  дѣла,  тѣмъ  болѣе  убѣждаем¬ 
ся  въ  томъ,  какъ  трудно  подвести  подъ  строгую  послѣдова¬ 
тельность  разнообразные  предметы,  ея  изслѣдованій. 

Нѣтъ  надобности  приводить  съ  подробностію  возраженія,  ко¬ 
торымъ,  въ  этомъ  отношеніи,  подвергались  лучшіе  трактаты  о 
Геометріи,  и  даже  самыя  Начала  Эвклидовы ,  признанныя 
всѣми  математиками  твореніемъ  классическимъ  со  стороны  яс¬ 
ности,  образцовой  строгости  доказательствъ  и  взаимной  связи 
предложеній.  Удивляясь  искусству  и  проницательности,  съ 
которыми  Греческій  геометръ  умѣлъ  расположить,  въ  малѣй¬ 
шихъ  подробностяхъ,  статьи  входящія  въ  его  Начала  относи¬ 
тельно  послѣдовательности  доказательств  порицаютъ  его  одна¬ 
кожъ,  и  можетъ  быть  не  безъ  основанія,  за  неестественность 
порядка  въ  разсужденіи  самой  сущности  предметовъ.  Для 
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примѣра  приведемъ  содержаніе  первой  Эвклидовой  книги.  Пер¬ 
вая  задача,  помѣщенная  вслѣдъ  за  опредѣленіями ,  требованія¬ 
ми  и  аксіомами,  есть  слѣдующая:  на  данной  прямой  постро¬ 
ить  равносторонній  треугольникъ.  Второе  предложеніе:  при 
данной  точки  отложить  прямую  линію ,  равную  данной  пря¬ 
мой.  Третье  предложеніе:  по  даннымъ  двумъ  прямымъ  линіямъ , 
отнять  меньшую  отъ  большей.  За  симъ  слѣдуютъ  предложе¬ 
нія,  относящіяся  къ  равенству  треугольниковъ.  Далѣе  приве¬ 
дены  разныя  задачи,  какъ  го:  раздѣлить  уголъ  и  прямую  линію 
на  двѣ  равныя  части ;  возставить  перпендикуляръ  къ  пря¬ 
мой  линіи’,  опустить  перпендикуляръ.  Потомъ  слѣдуютъ  свой¬ 
ства  смежныхъ  и  противуположныхъ  угловъ  и  предложенія, 
относящіяся  къ  взаимной  величинѣ  угловъ  и  сторонъ  прямо¬ 
линейныхъ  треугольниковъ.  Вслѣдъ  за  этимъ  предлагается 
теорія  параллельныхъ  линій,  основанная  у  Эвклида  на  один¬ 
надцатой  его  аксіомѣ,  которая,  какъ  извѣстно,  состоитъ  въ 
томъ,  что  когда  двгь  прямыя  линіи  пересѣчены  третею ,  и  сумма 
угловъ  внутреннихъ,  по  одну  сторону  сѣкущей ,  меньше  двухъ 
прямыхъ,  то  эти  двѣ  линіи,  по  достаточномъ  ихъ  продол¬ 
женіи,  непремѣнно  пересѣкутся.  Предложеніе  32  относится 
къ  суммѣ  угловъ  треугольника;  доказательство,  что  ихъ  сумма 
всегда  равна  двумъ  прямымъ  угламъ,  основано  на  выведен¬ 
номъ  уже  свойствѣ  параллельныхъ  линій.  Дальнѣйшія  предло¬ 
женія  имѣютъ  предметомъ  различныя  свойства  параллелогра- 
мовъ  и  треугольниковъ  относительно  равенства  ихъ  площадей, 
также  рѣшеніе  разныхъ  вопросовъ,  относящихся  къ  подобнымъ 
равенствамъ.  Наконецъ,  Эвклидъ  заключаетъ  первую  книгу  своихъ 
Началъ  доказательствомъ  Пиѳагоровой  теоремы,  основываясь 
на  предшествовавшихъ  свойствахъ  площадей  треугольниковъ  и 
параллелограмовъ. 

Приведенное  сей-часъ  содержаніе  первой  книги  Началъ 
Эвклида  уже  достаточно  показываетъ,  въ  какой  степени  онъ 
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уклонился  отъ  естественнаго  порядка  при  изложеніи  различ¬ 
ныхъ  предметовъ  Геометріи.  Такъ,  напримѣръ,  онъ  начи¬ 
наетъ  съ  вопроса  о  равностороннемъ  треугольникѣ,  то  есть 
съ  Фигуры,  образуемой  тремя  равными  прямыми,  не  разсмо¬ 
трѣвъ  предварительно  взаимнаго  положенія  двухъ  прямыхъ 
линій;  теоремы  и  задачи  о  площадяхъ  нѣкоторыхъ  Фигуръ, 
слѣдовательно  вопросы,  относящіеся  къ  двумъ  измѣреніямъ, 
предшествуютъ  у  него  многимъ  предложеніямъ  изъ  Геометріи 
объ  одномъ  измѣреніи,  и  т.  п. 

Раздѣленіе  Геометріи  на  Лонгиметрію ,  Планиметрію  и 
Стереометрію  удовлетворяетъ  требованіямъ  логической  послѣ¬ 
довательности.  Далѣе,  въ  каждую  изъ  этихъ  трехъ  частей  слѣ¬ 
довало  бы  ввести  подраздѣленія,  придерживаясь  систематиче¬ 
скаго  порядка  въ  отношеніи  сущности  излагаемыхъ  статей. 
Такъ  напримѣръ  Аонгиметрія  привела  бы  естественнымъ  об¬ 
разомъ  къ  слѣдующимъ  подраздѣленіямъ:  о  прямой  линіи ;  о 
взаимномъ  положеніи  двухъ  прямыхъ  линій  на  плоскости ;  о 
совокупленіи  трехъ  прямыхъ  линій  на  плоскости ,  и  въ 
частности  о  треугольникахъ’,  о  совокупленіи  большаго  числа 
прямыхъ  линій  на  плоскости  или  о  многоугольникахъ ;  о  кру¬ 
говой  линіи;  о  совокупленіи  круговой  линіи  съ  прямыми;  о 
совокупленіи  круговыхъ  линій  какъ  между  собою,  такъ  и  съ 
прямыми  линіями;  объ  измѣреніи  и  сравненіи  прямыхъ  и 
круговыхъ  линій. 

Подобныя  подраздѣленія  существовали  бы  для  Планиметріи 
и  Стереометріи.  Впрочемъ,  и  при  этомъ  порядкѣ  встрѣтилось 
бы  небольшое  недоразумѣніе  въ  отношеніи  къ  статьѣ  о  сово¬ 
купленіяхъ  прямыхъ  и  плоскостей  въ  пространствѣ,  разсма¬ 
триваемыхъ  въ  самихъ  себѣ,  независимо  отъ  площадей  или 
тѣлъ,  ими  образуемыхъ.  Собственно  говоря,  такія  совокупле¬ 
нія  не  принадлежали  бы  пи  къ  одной  изъ  трехъ  поименован¬ 
ныхъ  частей.  Однакожъ,  безъ  нарушенія  связи,  можно  отнести 


30 


этотъ  предметъ  къ  Стереометріи ,  или  изложить  его  йодъ 
особымъ  названіемъ,  между  Платіметріею  и  Стереометріею. 
Для  устраненія  всякаго  недоразумѣнія,  лучше  всего  раздѣ¬ 
лить  Геометрію  на  двѣ  части,  именно:  Геометрію  на  плоско¬ 
сти  и  Геометрію  въ  пространствѣ.  Такимъ  образомъ  Геомет¬ 
рія  на  плоскости  составилась  бы  изъ  Лонгиметріи  и  Плани¬ 
метріи,  а  Геометрія  въ  пространствѣ,  изъ  статьи  о  совоку¬ 
пленіи  прямыхъ  и  плоскостей  въ  пространствѣ  и  собственно 
изъ  Стереометріи. 

Повторяемъ,  приведенный  выше  порядокъ  статей,  въ  логи¬ 
ческомъ  смыслѣ,  былъ  бы  самый  естественный.  Но  въ  дѣй¬ 
ствительности,  какъ  извѣстно,  система  изложенія,  въ  лучшихъ 
сочиненіяхъ  о  Геометріи,  болѣе  или  менѣе  несогласна  съ  тою, 
на  которую  здѣсь  указано.  Мы  уже  замѣтили  это  уклоненіе 
въ  Началахъ  Эвклидовыхъ-,  то  же  самое  можно  сказать  отчасти 
н  о  новѣйшихъ  курсахъ,  какъ  то  о  курсѣ  Лежандра ,  Лакруа, 
Финка  и  множествѣ  другихъ.  Дсвелеіі,  Сироддъ,  а  у  насъ 
Татариновъ,  въ  своихъ  сочиненіяхъ  ближе  придерживались 
систематическаго  порядка;  за  то  они  впали  въ  нѣкоторыя  не¬ 
удобства,  невсегда  выкупаемыя  преимуществомъ  естественнаго 
расположенія  статей. 

Затрудненіе  представить  геометрическія  истины  въ  логиче¬ 
ской  послѣдовательности  относительно  сущности  разсматривае¬ 
мыхъ  предметовъ  происходитъ  отъ  того,  что  часто  предложе¬ 
нія,  которыя  по  систематическому  порядку  должны  бы  пред¬ 
шествовать  другимъ,  основаны  между  тѣмъ,  по  самому  ихъ 
свойству,  на  сихъ  послѣднихъ.  Въ  иныхъ  случаяхъ  можно 
конечно  устранить  такое  неудобство,  но  не  всегда.  Напри¬ 
мѣръ,  говоря  о  свойствахъ  перпендикуляровъ  къ  прямымъ 
линіямъ,  должно  бы  предположить,  что  умѣютъ  возставлять  и 
опускать  ихъ,  или  еще,  говоря  объ  углѣ,  надлежало  бы  знать, 
какъ  строится  данный  уголъ,  а  для  этого  необходимо  употре- 
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б.леніе  циркуля,  а  слѣдовательно  и  понятіе  о  кругѣ.  Вотъ 
причины,  по  которымъ,  въ  нѣкоторомъ  смыслѣ,,  всѣ  курсы 
Геометріи  болѣе  или  менѣе  напоминаютъ  своимъ  видомъ  сбор¬ 
ники,  хотя  систематическіе,  геометрическихъ  предложеніи. 
При  такомъ  затрудненіи  для  соглашенія  условій  логической 
связи  съ  другими  качествами  изложенія,  должно  обратить 
особенное  вниманіе  на  то,  чтобы  стараніе  придать  статьямъ 
систематическое  расположеніе  не  повредило  ясности  и  стро¬ 
гости  геометрической,  потому  что  эти  достоинства,  нѣтъ  со¬ 
мнѣнія,  должно  ставить  выше  всѣхъ  другихъ. 

V.  Изъ  этихъ  соображеній  видимъ,  какъ  трудно  составить 
безусловно-хорошее  Руководство  по  предмету  Элементарной 
Геометріи.  Чтобы  но  возможности  приблизиться  къ  главнымъ 
требованіямъ  отъ  подобнаго  труда,  можно,  кажется,  постано¬ 
вить  слѣдующія,  необходимыя  условія: 

Сохранить  въ  изложеніи  геометрическихъ  предложеній  ту 
ясность,  отчётливость,  точность  въ  выраженіяхъ  и  строгость 
доказательствъ,  какими  отличаются  сочиненія  древнихъ  гео¬ 
метровъ,  принявъ  за  образецъ  въ  этомъ  отношеніи  Эвклидовы 
Начала.  При  расположеніи  предметовъ  Геометріи  придержи¬ 
ваться,  .  по  мѣрѣ  возможности,  предложеннаго  выше  системати¬ 
ческаго  порядка,  отступая  отъ  него  только  тамъ,  гдѣ,  по  зрѣ¬ 
ломъ  обсужденіи,  иначе  поступить  нельзя,  не  нарушивъ  пер¬ 
выхъ  изъ  приведенныхъ  сей-часъ  условіи.  Наконецъ,  не  выда¬ 
вать  полудоводовъ  за  удовлетворительныя  доказательства,  какъ 
въ  нѣкоторыхъ  Руководствахъ  (чему  можетъ  служить  примѣ¬ 
ромъ  теоріи  параллельныхъ  линій) ,  а  оговаривать  подобныя 
мѣста,  и  всегда  ставить  на  видъ,  почему  именно  приводимыя 
доводы  не  имѣютъ  надлежащей  силы  или  строгости. 

VI.  Говоря  о  порядкѣ  статей  по  ихъ  содержанію,  необхо¬ 
димо  также  обратить  вниманіе  на  аксіомы ,  опредѣленіи,  леммы 
и  другія  предложенія.  Такъ  какъ  аксіома  есть  истина  сама  по 
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себѣ  очевидная ,  то  обременять  Руководства  подобными  пред¬ 
ложеніями  совершенно  безполезно.  Напримѣръ,  къ  чему  ста¬ 
вить  въ  главу  началъ  Геометріи  слѣдующія  очевидныя  поня¬ 
тія,  общія  всѣмъ  родамъ  величинъ:  цѣлое  болѣе  своей  части; 
часть  менѣе  своего  цѣлаго;  цѣлое  равно  составнымъ  своимъ 
частямъ,  вмѣстѣ  взятымъ;  два  количества ,  равныя  третьему , 
равны  мезкду  собою,  и  другія  подобныя?  Но  есть  немногія  ак¬ 
сіомы,  свойственныя  собственно  Геометріи,  и  которыя  должы 
непремѣнно  войти  въ  курсъ  этой  науки,  какъ  напримѣръ: 
между  двумя  точками  можно  провести  одну  только  прямую 
линію;  прямая  линія  есть  кратчайшее  разстояніе  между 
двумя  точками ;  двѣ  протяженныя  величины  одного  рода 
равны  между  собою ,  когда,  по  наложеніи  одной  на  другую, 
онѣ  совмѣстятся  во  всѣхъ  своихъ  точкахъ;  объемлюгцая 
линія  или  поверхность  болѣе  объели  смой.  При  введе¬ 
ніи  аксіомъ  въ  Геометрію  ,  по  мѣрѣ  ихъ  надобности  , 
должно  быть  тѣмъ  осмотрительнѣе  ,  что  писатели  далёко 
не  согласны  между  собою  на  счётъ  очевидности  нѣкоторыхъ 
изъ  нихъ.  Такъ,  напримѣръ,  у  Эвклида  предложеніе  о  равен¬ 
ствѣ  всѣхъ  прямыхъ  угловъ  помѣщено  между  аксіомами  (акс. 
10),  а  у  Лежандра  это  равенство  составляетъ  теорему,  кото¬ 
рую  онъ  доказываетъ  основываясь  на  аксіомѣ  о  равенствѣ  по 
наложенію  ина  опредѣленіи  прямого  угла.  Въ  особенности  из¬ 
вѣстная  одинадцатая  аксіома  Эвклидова  заслужила  нареканіе 
большой  части  математиковъ,  которые  хотѣли  сдѣлать  изъ  нея 
теорему;  но  всѣ  попытки  ихъ  были  болѣе  или  менѣе  неудачны. 
Объ  этой  аксіомы  будетъ  говорено  съ  надлежащими  подробно¬ 
стями  въ  Примѣчаніи  къ  №  4-  (Отдѣлъ  I). 

Опрелѣленія  могутъ  быть  раздѣлены  на  два  рода:  1°  опре¬ 
дѣленіе  дѣйствительное,  исчисляющее  всѣ  признаки,  кото¬ 
рые  составляютъ  сугцносгпь  опредѣляемаго  предмета ,  и  отлгі- 
чаютъ  его  отъ  всѣхъ  другихъ ,  и  2°  опредѣленіе  именное , 
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объясняіогцее  смыслъ ,  который  придаемъ  опредѣляемому  нами 
слову.  Въ  чистомъ  анализѣ,  и  даже  въ  Геометріи,  употребля¬ 
ются,  собственно  говоря,  только  именныя  опредѣленія ;  такъ 
опредѣляя  термины:  сложеніе,  вычитаніе,  дробь ,  квадратное 
число,  гпреугольннпъ,  шаръ  и  проч.,  мы  только  объясняемъ 
то,  что  разумѣемъ  подъ  этими  словами.  Здѣсь  можно  замѣ¬ 
тить  мимоходомъ,  что  дѣйствительны  і  опредѣленія  нѣко¬ 
торыхъ  понятій,  предлагаемыя  математиками  и  метафизиками, 
нерѣдко  бываютъ  неудачны,  и  это  большею  частію  происхо¬ 
дитъ  отъ  того,  что  они  пытаются  опредѣлить  простыя,  перво¬ 
начальныя  идеи,  не  подлежащія  опредѣленію.  Таковы,  напри¬ 
мѣръ,  опредѣленія  величины,  лиши,  пространства ,  времени 
и  проч.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  если  вникнемъ  въ  сущность  дѣлае¬ 
мыхъ  опредѣленіи,  то  увидимъ,  что  въ  нихъ  подразумевается 
или  повторяется,  болѣе  или  менѣе  скрытнымъ  образомъ,  поня¬ 
тіе  о  самомъ  опредѣляемомъ  предметѣ.  Такъ  говоря:  величина 
есть  все  то,  что  можегпъ  быть  воображено  бдльшимъ  или 
меньшимъ,  мы,  такъ  сказать,  развиваемъ  только  идею  о  вели¬ 
чинѣ,  а  не  опредѣляемъ  самой  величины,  потому  что  поня¬ 
тіе  о  большемъ  или  меньшемъ  нисколько  не  проще  понятія  объ 
опредѣляемомъ  предметѣ,  и  уже  заключаетъ  его.  Равнымъ 
образомъ,  когда  говоримъ:  прямая  линія  есть  кратчайшее  раз¬ 
стояніе  между  двумя  точками,  то  можно  спросить,  будетъ 
ли  понятіе  о  разстояніи  проще  идеи  о  линіи  вообще;  конечно 
оно  тожественно  съ  нимъ,  а  потому  самое  опредѣленіе  не  удо¬ 
влетворяетъ  логическимъ  требованіямъ.  Однимъ  словомъ,  подоб¬ 
ныя  опредѣленія  должно  принимать  не  иначе,  какъ  только  въ 
смыслѣ  объясненій  или  развитій  первоначальныхъ  идей,  а  от¬ 
нюдь  не  за  дѣйствительныя  опредѣленія. 

Обратимся  теперь  въ  частности  къ  именнымъ  опредѣленіямъ, 

обыкновенно  помѣщаемымъ  въ  большемъ  числѣ  при  самомъ 

вступленіи  въ  Геометрію,  даже  въ  лучшихъ  сочиненіяхъ  по 

к 
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этой  наукѣ.  Вникнувъ  въ  сущность  дѣла,  нельзя  не  порицать 
такого  обыкновенія.  Такъ,  напримѣръ,  въ  Геометріяхъ  Эвкли¬ 
да  и  Лежандра  находимъ,  между  прочимъ,  въ  самомъ  началѣ 
опредѣленія  Фигуръ:  квадрата ,  прямоугольника  и  параллело- 
грама  (у  Эвклида  опр.  30,  31  и  33,  а  у  Лежандра  опр. 
XVII).  Не  говоря  уже  о  томъ,  что  безполезно  безъ  всякой 
надобности  обременять  память  начинающихъ  множествомъ,  и 
большею  частію  незнакомыхъ  имъ  терминовъ ,  при  самомъ 
вступленіи  въ  изученіе  новой  для  нихъ  науки,  мы  обратимъ 
вниманіе  на  другое  обстоятельство,  болѣе  важное,  обнаружи¬ 
вающее  несвоевременность  такихъ  опредѣленій  въ  логическомъ 
смыслѣ.  Дѣйствительно,  начищающему  говорятъ,  что  квадра¬ 
томъ  называется  чстыреугольникъ ,  котораго  стороны  равны  и 
углы  прямые,  а  онъ,  въ  то  время,  не  знаетъ  даже,  можетъ 
ли  быть  такая  Фигура;  существованіе  ея  доказывается  на  осно¬ 
ваніи  теоріи  параллельныхъ  линій,  о  которой  говорится  толь¬ 
ко  впослѣдствіи.  То  же  самое  можно  повторить  о  прямоуголь- 
никѣ  и  о  параллелограмм.  Мы  полагаемъ,  что  предлагать 
опредѣленія  отвлеченныхъ  предметовъ,  когда  существованіе 
ихъ  не  можетъ  быть  доказано  ученикамъ,  и  въ  особенности 
при  изученіи  Геометріи,  науки  по  превосходству  логической, 
есть  аномалія,  которую  ничѣмъ  оправдать  нельзя.  Поэтому, 
при  составленіи  Конспекта,  мы  вводили  опредѣленія  только 
по  мѣрѣ  ихъ  надобности,  и  наблюдая  притомъ,  чтобы  возмож¬ 
ность  опредѣляемаго  предмета  не  подлежала  никакому  сомнѣнію. 

Нѣкоторые  писатели,  и  въ  числѣ  ихъ  Девелеи,  настаивали  на 
томъ,  чтобъ  теоремы  въ  Геометріи  были  помѣщаемы  послѣ  ихъ 
доказательствъ,  а  не  передъ  ними,  какъ  обыкновенно  дѣлается. 
Въ  логическомъ  отношеніи  это  замѣчаніе  справедливо:  и  въ 
сомомъ  дѣлѣ,  теорема  есть  слѣдствіе,  проистекающее  изъ 
соединенія  нѣкоторыхъ  уже  извѣстныхъ  истинъ;  поэтому,  при 
естественномъ  порядкѣ,  она  должна  слѣдовать  за  рядомъ  упо¬ 


требляемыхъ  заключеній,  а  не  предшествовать  имъ.  Но,  съ 
другой  стороны,  если  примемъ  въ  соображеніе,  что  почти  во 
всѣхъ  случаяхъ  разсужденія,  предшествующія  теоремѣ,  доста¬ 
точно  уже  объясняютъ  ея  смыслъ,  и  что  сверхъ  того  нерѣдко, 
выражая  теорему  прежде  ея  доказательства,  мы  сокращаемъ 
изложеніе  и  облегчаемъ  память,  то,  безъ  особеннаго  неудоб¬ 
ства,  можно  отступить  отъ  сказаннаго  порядка. 

Говоря  о  предложеніяхъ,  мы  замѣтимъ  еще,  что  надобно 
по  возможности  избѣгать  излишняго  употребленія  леммъ,  то 
есть  вспомогательныхъ  истинъ ,  не  имѣющихъ  прямой  связи  съ 
доказываемою.  Частое  употребленіе  этого  рода  предложеній 
вообще  изобличаетъ  недостатокъ  обдуманности  въ  подробно¬ 
стяхъ  плана  излагаемой  науки.  Не  надобно  также  терять  изъ 
виду  обратныхъ  предложеніи  въ  тѣхъ  случаяхъ,  когда  они 
представляютъ  что  иибудь  примѣчательное,  и  стараться  наво¬ 
дить  учащихся  самихъ  на  ихъ  доказательство.  Въ  разсужденіи 
задачъ,  то  есть  вопросовъ,  требующихъ  рѣшенія  или  постро¬ 
енія ,  надлежало  бы  помѣщать  ихъ  такъ,  чтобы  онѣ  всегда 
предшествовали  предложеніямъ,  основывающимся  на  возмож¬ 
ности,  и  даже,  въ  строгомъ  смыслѣ,  на  самомъ  знаніи  ихъ 
рѣшенія.  Къ  сожалѣнію,  удовлетворить  вполнѣ  этому  условію 
почти  невозможно.  Такъ,  напримѣръ,  говоря  о  перпендикуля¬ 
рахъ,  можно  показать  существованіе  такихъ  линій;  но  какъ 
самое  построеніе  ихъ  основано ,  или  на  равенствѣ  треуголь¬ 
никовъ,  или  на  свойствѣ  круга,  то  оно  п  должно  быть  отне¬ 
сено  далѣе.  Наконецъ,  должно  стараться  по  возможности, 
чтобъ  въ  словесное  выраженіе  предложеній  не  вводить  буквъ 
или  другихъ  произвольныхъ  означеній,  зависящихъ  отъ  чер¬ 
тежа.  Хотя, -въ  иныхъ  случаяхъ,  употребленіе  буквъ  и  упро¬ 
стило  бы  выраженіе  предложенія,  но,  съ  другой  стороны, 
имѣетъ  ту  невыгоду,  что  дѣлаетъ  его  невразумительнымъ  безъ 
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пособія  предполагаемаго  построенія ,  почему  сущность  того, 
что  доказываемъ,  скорѣе  забывается. 

ѴП .  Для  доказательства,  или  открытія  истины,  въ  Геомет¬ 
ріи,  какъ  и  въ  другихъ  наукахъ,  употребляются  два  способа, 
аналитическій  и  синтетическій.  Аналитическій  способъ  есть 
такой  видъ  умствованіи ,  въ  которомъ  предполагаютъ  най¬ 
деннымъ  то,  что  надобно  доказать ,  и ,  на  этомъ  уже  осно¬ 
ваніи,  выводитъ  различныя  слѣдствія,  пока  нс  дойдутъ  до 
истины,  очевидной  самой  по  себѣ ,  или  доказанной  прежде. 
При  употребленіи  синтетическаго  способа  дѣйствуютъ  обрат¬ 
но,  именно:  изъ  началъ,  уже  извѣстныхъ,  выводятъ  рядъ 
заключеній,  пока  не  дойдутъ  до  той  истины,  которую 
имѣютъ  въ  виду  доказать.  Докажемъ,  для  примѣра,  обоими 
путями,  весьма  простую  теорему  о  суммѣ  угловъ  треуголь¬ 
ника,  предполагая  теорію  параллельныхъ  линій  уже  извѣстною. 

Теорема:  Во  всякомъ  прямолинейномъ  треугольникѣ  сумма 
трехъ  угловъ  равна  двумъ  прямымъ  угламъ. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО  АНАЛИТИЧЕСКОЕ- 

По  сущности  аналитическаго  способа  слѣдуетъ  допустить 
сі**іі'-  *•  теорему.  Пусть  будетъ  АВС  данный  треугольникъ  и  А, В, С 
его  углы.  Проведя  линію  СП  такъ,  чтобы  уголъ  ОСА  равнял¬ 
ся  углу  А  треугольника,  окажется,  по  свойству  параллельныхъ 
линій,  что  СО  параллельна  АВ.  Далѣе,  проведемъ  СЕ  такъ, 
чтобы  уголъ  ЕСВ  равнялся  углу  В  треугольника;  линія  СЕ 
будетъ  также  параллельна  А  В.  Съ  другой  стороны,  такъ  какъ 
сумма  трехъ  угловъ  при  точкѣ  С  ,  по  допущенной  теоремѣ, 
равна  двумъ  прямымъ  угламъ,  то  ОСЕ  составитъ  одну  пря¬ 
мую  линію,  параллельную  А  В.  Изъ  справедливости  этого 
результата,  состоящаго  въ  томъ,  что  чрезъ  данную  точку  С 
можно  провести  только  одну  линію,  параллельную  АВ,  заклю¬ 
чаемъ  непосредственно  и  о  справедливости  самой  теоремы. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО  СИНТЕТИЧЕСКОЕ- 

Слѣдуя  способу  синтетическому  для  доказательства  теоремы, 
о  которой  идетъ  рѣчь,  мы  уже  не  должны  вводить  ея  слѣд¬ 
ствія,  состоящаго  въ  томъ,  что  сумма  трехъ  угловъ  въ  треу- 
уголыткѣ равна  двумъ  прямымъ  угламъ,  а  ищемъ  выраженіе 
для  искомой  суммы,  основываясь  на  началахъ,  предполагаемыхъ 
уже  намъ  извѣстными.  И  такъ,  проведемъ  чрезъ  вершину  С 
треугольника  АВС  (тотъ  же  чертежъ)  прямую  ПСЕ,  парал¬ 
лельную  основанію  АВ;  по  свойству  параллельныхъ  АВ,  НЕ, 
пересѣкаемыхъ  прямыми  АС,  ВС,  окажется,  что  уголъ  ПСА 
равенъ  углу  А  даннаго  треугольника,  а  уголъ  ЕСВ,  углу  В 
того  же  треугольника.  Слѣдовательно,  при  точкѣ  С  образуют¬ 
ся  три  смежные  угла,  одинаковые  съ  тремя  углами  треуголь¬ 
ника  АВС,  и  сумма  ихъ  будетъ  равна  двумъ  прямымъ  угламъ, 
въ  чемъ  и  состоитъ  теорема. 

Къ  аналитическому  способу  слѣдуетъ  отнести,  какъ  видо¬ 
измѣненіе  его ,  способъ  приведенія  къ  противорѣчію  или 
доводъ  къ  нелѣпости  (гёсіисііоп  а  І’аЬзигсІе).  Въ  доказатель¬ 
ствахъ  чрезъ  приведеніе  къ  противорѣчію  выводятъ  справед¬ 
ливость  предложенія ,  положительнаго  или  отрицательнаго , 
основываясь  на  томъ  умствованіи,  что  если  бы  предпола¬ 
гаемое  слѣдствіе  не  было  допущено,  то  изъ  этою  произошло 
бы  какое  нибудь  явное  противорѣчіе  или  очевидная  невоз¬ 
можность.  Такъ,  напримѣръ,  если  бы  имѣли  въ  виду  дока¬ 
зать  предъидущую  теорему  чрезъ  приведеніе  къ  противорѣчію , 
то  слѣдовало  бы  принять  (тотъ  же  чертежъ)  АЧ— ВЧ-С>  2 
прямыхъ,  а  также  А-Ь-ВН-С<  2  прямыхъ.  Оба  эти  предпо¬ 
ложенія,  чрезъ  нанесеніе  угловъ  А  и  В  при  точкѣ  С,  приве¬ 
ли  бы  къ  заключенію,  что  ПЕ  есть  линія  ломаная,  а  это 
очевидно  противорѣчнтъ  тому  свойству  параллельныхъ  линій, 
по  которому  ПЕ  должно  составлять  одну  и  ту  же  прямую. 
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Отсюда  заключаемъ,  что  сумма  АЧ-В-Ь-С  не  можетъ  быть  ни 
болѣе,  ни  менѣе  двухъ  прямыхъ  угловъ,  а  слѣдовательно 
равна  двумъ  прямымъ  угламъ. 

Доказательства,  основанныя  на  приведеніи  къ  противорѣчію, 
введенныя  Эвклидомъ  въ  Геометрію,  были  въ  большомъ  упо¬ 
требленіи  у  древнихъ  геометровъ;  да  и  теперь  руководству¬ 
ются  иногда  этимъ  способомъ,  даже  въ  высшемъ  анализѣ,  и 
преимущественно  въ  Теоріи  Чиселъ.  Впрочемъ,  справедливо 
замѣчено,  что  такому  роду  доказательствъ  должно  вообще 
предпочитать  доказательства  прямыя,  аналитическія  или  син¬ 
тетическія,  которыя  выставляютъ  истину  во  всемъ  ея  свѣтѣ  и 
очевидности.  Умствованіе,  основанное  на  приведеніи  къ  про¬ 
тиворѣчію,  хотя  конечно  убѣждаетъ  разумъ,  но  не  просвѣ¬ 
щаетъ  его  въ  такой  степени,  и  въ  особенности,  когда  дока¬ 
зываемое  предложеніе  нѣсколько  сложно.  Поэтому  должно  из¬ 
бѣгать  въ  Геометріи  слишкомъ  частаго  употребленія  этого 
рода  непрямыхъ  доказательствъ. 

Съ  прошедшаго  столѣтія  многіе  математики  разумѣютъ  подъ 
анализомъ  способъ  рѣшать  математическія  задачи ,  или  до¬ 
казывать  предложенія  посредствомъ  вычисленіи,  а  подъ  син¬ 
тезомъ,  употребленіе  построеніи  и  вообще  пріёмовъ  геоме¬ 
трическихъ  для  достиженія  той  же  цѣли.  Но  такія  опредѣ¬ 
ленія  не  всегда  согласуются  съ  общими  понятіями  о  спосо¬ 
бахъ  аналитическомъ  и  синтетическомъ.  Очень  можетъ  слу¬ 
читься,  что  доказывая  какую  либо  истину,  или  рѣшая  задачу, 
мы  употребляемъ  вычисленія,  а  придерживаемся  между  тѣмъ 
способа  синтетическаго,  и  на-оборотъ,  не  вводя  вычисленій  или 
уравненій,  руководствуемся  способомъ  аналитическимъ. 

Въ  изложеніи  Начальной  Геометріи,  какъ  и  всякой  другой 
отрасли  нашихъ  знаній,  порядокъ  статей  можетъ  быть  только 
синтетическимъ.  Передавая  какой  ни  есть  рядъ  истинъ,  об¬ 
нимающій  науку,  мы  необходимо  должны  переходить  отъ  про 
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стѣйшихъ  началъ  къ  болѣе  сложнымъ,  такъ  чтобы  изъ  пред¬ 
шествующихъ  истинъ  проистекали  послѣдующія.  Что  же  ка¬ 
сается  до  способа  доказательствъ  отдѣльныхъ  теоремъ,  или  до 
рѣшенія  вопросовъ,  то  въ  этомъ  отношеніи  нельзя  постано¬ 
вить  общаго  правила:  въ  иныхъ  случаяхъ  преимущество  оста¬ 
нется  на  сторонѣ  способа  аналитическаго,  въ  другихъ,  на  сто¬ 
ронѣ  синтетическаго.  Нерѣдко  даже  доказательство  теоремы, 
нѣсколько  сложной,  будетъ  въ  одно  время  относиться  къ  обо¬ 
имъ  способамъ,  и  это  не  повлечетъ  за  собой  никакого  неудоб¬ 
ства.  При  рѣшеніи  геометрическихъ  вопросовъ  можно  чаще 
придерживаться  аналитическаго  способа ,  то  есть,  предполо¬ 
жить  задачу  рѣшенною,  и  изобразить  чертежемъ  зависимость 
между  неизвѣстными  линіями  и  тѣми,  которыя  или  даны,  или 
могутъ  быть  опредѣлены  непосредственно;  потомъ,  на  основа¬ 
ніи  этой  зависимости  и  извѣстныхъ  уже  началъ,  дойти  до  рѣ¬ 
шенія  предложенной  задачи. 

Считаемъ  излишнимъ  останавливаться  на  разборѣ  нѣкото¬ 
рыхъ  частныхъ  пріёмовъ,  придуманныхъ  въ  разныя  времена 
для  рѣшенія  геометрическихъ  вопросовъ,  въ  которые  входитъ 
понятіе  о  безконечности.  Сюда  относятся  задачи  о  несоизмѣ¬ 
римыхъ  величинахъ,  и  преимущественно  спрямленіе  и  квадра¬ 
тура  круговой  и  другихъ  кривыхъ  линій,  также  опредѣленіе 
поверхностей  и  объёмовъ  разныхъ  тѣлъ.  Древніе  геометры 
употребляли  въ  изслѣдованіяхъ  этого  рода  способъ  истощеніи 
[тёіКобе  й'ехкаизііоп) ,  который,  впослѣдствіи,  былъ  предста¬ 
вленъ  въ  разныхъ  видоизмѣненіяхъ  подъ  названіями  способовъ: 
недѣлимыхъ ,  неопредѣленныхъ  коэффгщіентовъ ,  первыхъ  и 
послѣднихъ  содержаніи  или  способа  предѣловъ ,  способа  нече- 
заюгцихъ  величинъ,  способа  безконечно-малыхъ  и  проч.  Всѣ 
эти  пріёмы,  по  сущности  своей,  относятся  къ  способу  синте¬ 
тическому. 

Способъ  безконечно-малыхъ  величинъ,  введенный  въ  препо- 
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даваніе  Геометріи  воспитанникамъ  Военно-Учебныхъ  Заведеній, 
и  имѣющій  по  простотѣ  своей  несомнѣнное  преимущество 
предъ  другими,  сей-часъ  поименованными,  изложенъ  въ 
Конспектѣ  въ  объемѣ  достаточномъ  для  предполагаемой  цѣли 
(Отдѣлъ  V,  №  19), 

Вотъ,  въ  главныхъ  очеркахъ,  тѣ  соображенія,  которыми 
должно  руководствоваться  при  изложеніи  Начальной  1  еометріи. 

Въ  дополненіе  къ  сказанному  сдѣлаемъ  еще  нѣкоторыя  замѣ¬ 
чанія,  относящіяся  къ  самому  преподаванію  этой  науки,  при¬ 
мѣняясь  къ  потребностямъ  воспитанниковъ  Военно-Учебныхъ 
Заведеній,  и  сообразуясь  во  всемъ  съ  Высочайше  утвержден¬ 
нымъ  24-го  Декабря  1848  года  Наставленіемъ  для  ихъ’ обра¬ 
зованія. 

VIII.  Имѣя  въ  виду  съ  одной  стороны  возрастъ  воспитан¬ 
никовъ,  отъ  13  до  16  лѣтъ,  съ  другой  же  будущее  ихъ 
назначеніе,  а  также  время,  удѣляемое  на  каждый  предметъ, 
должно  преподавать  Геометрію  не  наглядно,  какъ  бы  съ  цѣлію 
заготовить  только  запасъ  свѣдѣній,  полезныхъ  для  практиче¬ 
скихъ  ея  приложеній.  Сколько  цѣль  эта  не  важна,  но  все  же 
она  второстепенная:  главная  должна  состоять  въ  томъ,  чтобы 
изученіе  этой  науки  послужило  къ  усиленію  умственной  сто¬ 
роны  учащагося,  развивъ  въ  немъ  память,  вниманіе,  наблю¬ 
дательность,  соображеніе  и  наконецъ  разумъ,  высшую  способ¬ 
ность  ума.  Для  достиженія  желаемаго  успѣха  въ  этомъ  отно¬ 
шеніи,  необходимо  придерживаться  слѣдующихъ,  главныхъ 
правилъ: 

Излагая  Геометрію  по  Программѣ,  и  соображаясь  съ  указа¬ 
ніями  Конспекта,  Преподаватель,  при  доказательствѣ  различ¬ 
ныхъ  предложеній  или  рѣшеніи  задачъ,  долженъ  дѣлать  пол¬ 
ное  исчисленіе  всѣхъ  обстоятельствъ,  относящихся  къ  вопро¬ 
су,  соблюдать  вездѣ  строгую  послѣдовательность  въ  заключе¬ 
ніяхъ,  указывать  по  возможности  на  различные  виды  употре- 
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бляемыхъ  сужденій,  и  даже  изрѣдка  предлагать  воспитанни¬ 
камъ  паралогизмы,  наводя  потомъ  ихъ  самихъ  на  открытіе 
ложныхъ  предположеній  или  заключеній.  На  метафизическихъ 
началахъ  науки  нѣтъ  надобности  много  останавливаться:  это 
дѣло  должно  предоставить  ученымъ  по  призванію,  а  для  проч¬ 
ности  общаго  образованія  достаточны  здравыя  и  основатель¬ 
ныя  познанія,  которыя  въ  Геометріи  пріобрѣтаются  независи¬ 
мо  отъ  отвлеченныхъ  понятій  о  сущности  разсматриваемыхъ 
въ  ней  предметовъ.  Въ  замѣнъ  метафизическихъ  разсужденій 
полезно,  чтобы  преподающій  дѣлалъ  иногда  краткія  историче¬ 
скія  указанія.  Напримѣръ,  говоря  объ  11  аксіомѣ  Эвклидовой , 
объ  отношеніи  окружности  круга  къ  діаметру,  найденной 
Архимедомъ ,  о  Пиѳагоровой  теоремѣ,  Гиппократовыхъ  луноч¬ 
кахъ  и  проч.,  слѣдуетъ  сказать,  кто  были  эти  древніе  фило¬ 
софы,  трудамъ  которыхъ  столько  обязана  Математика. 

Считаемъ  также  неизлишнимъ  обратить  вниманіе  Преподава¬ 
телей  на  одно  обстоятельство,  по-видимому  маловажное,  но 
которое  однакожъ,  по  нашему  убѣжденію,  заслуживаетъ  пол¬ 
наго  вниманія.  Мы  разумѣемъ  черченіе  на  бумагѣ  или  на 
доскѣ  геометрическихъ  Фигуръ,  служащихъ  для  доказательства 
предложеній  или  для  рѣшенія  задачъ.  Преподаватель  долженъ 
непремѣнно  настаивать  на  томъ,  чтобы  воспитанники  исполня¬ 
ли  чертежи,  не  говоримъ  щеголевато,  но  соблюдая  правиль¬ 
ность  въ  топ  степени,  въ  какой  это  возможно  при  черченіи 
отъ  вольной  руки,  н  притомъ  такъ,  чтобы  не  нарушать,  при 
требованіяхъ  вопроса,  извѣстной  послѣдовательности  въ  про¬ 
веденіи  различныхъ  вспомогательныхъ  линій  и  приближенной 
ихъ  соразмѣрности.  При  частомъ  употребленіи  чертежей  въ 
Геометріи,  постоянное  выполненіе  этого  условія  незамѣтнымъ 
образомъ  пріучитъ  воспитанника  къ  порядку,  къ  логической 
связи  въ  представленіяхъ,  усилитъ  его  память  и  соображеніе, 
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однимъ  словомъ,  будетъ  имѣть  самое  благотворное  вліяніе  на 
умственную  его  сторону. 

Рѣшеніе  разнообразныхъ  практическихъ  вопросовъ  изощряя 
еъ  одной  стороны  способности  учащихся,  а  съ  другой  увели¬ 
чивая  итогъ  полезныхъ  въ  общежитіи  истинъ,  должно  также 
считать  необходимымъ  условіемъ  въ  преподаваніи  Начальной 
Геометріи.  При  подобныхъ  упражненіяхъ,  преподающій  не 
долженъ  терять  изъ  виду,  чтобы  воспитанникъ  производилъ 
всѣ  построенія  не  наглядно,  а  вполнѣ  сознавалъ  начала  и  пра¬ 
вила,  на  которыхъ  они  основаны. 

Тщательнымъ  исполненіемъ  этихъ  общихъ  условіи,  цѣль 
преподаванія  Начальной  Геометріи  будетъ  достигнута.  Что 
же  касается  до  частныхъ  подробностей  изложенія,  требуемыхъ 
отдѣльными  статьями  этой  науки,  то  онѣ  помѣщены  въ 
текстѣ  самаго  Конспекта. 

IX.  Въ  Общихъ  Замѣчаніяхъ  къ  Конспекту  Ариѳметики 
поставлены  на  видъ  довольно  подробно  условія  успѣшнаго  пре¬ 
подаванія  всякаго  предмета  относительно  познаніи  Наставника. 
Скажемъ  и  здѣсь,  что  объёмъ  свѣдѣніи  хорошаго  Преподава¬ 
теля  Начальной  Геометріи,  непремѣнно  долженъ  превышать,  п 
даже  довольно  значительно,  объёмъ  читаемаго  пмъ  курса. 
Кромѣ  Элементарной  Алгебры,  которую  онъ  долженъ  изучить 
вполнѣ,  ему  необходимы  основательныя  познанія  въ  гсометрп- 
ческихъ  изслѣдованіяхъ,  выходящихъ  за  предѣлы  началъ  этой 
„ауки,  а  именно  въ  Тригонометріи  Прямолинейной  п  <  Фе- 
ричвекои,  а  также  въ  Начертательной  Геометріи  и  въ  нача¬ 
лахъ  Геометріи  Аналитической.  Весьма  желательно  даже, 
чтобы  Учитель  Геометріи  имѣлъ  хотя  немногія,  но,  главное, 
здравыя  и  вѣрныя  понятія  объ  теоріи  функціи  или  анализѣ 
безконечно-малыхъ ,  много  способствующемъ  развитію  нѣко¬ 
торыхъ  геометрическихъ  теорій.  Русскія  книги,  почти  необхо¬ 
димыя  собственно  для  Преподавателей  Геометріи,  суть  слѣдѵ- 
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ющія:  Эвклидовы  начала ;  Основанія  /  еометрги  и  Тригоно¬ 
метріи  Лежандра ;  Начальныя  основанія  Геометріи  Лакруа; 
Опытъ  о  усовершенствованіи  элементовъ  1  еометрги,  Акад. 
Гурьева;  Курсъ  Аналитической  Геометріи  Брашмана;  Осно¬ 
ванія  Начертательной  Геометріи  Севастьянова ,  2-е  изд. 

1834-  года. 

Кромѣ  этихъ  книгъ  не  безполезно  обратить  вниманіе  и  на 
слѣдующіе  курсы  Геометріи: 

Еістепіз  бе  Сёотёігіс  раг  Ет.  бс  Ѵеіеу;  3-іпе  ёсііііоп ,  ІЬЗО. 
Сёоіпёігіе  ёіёпіепіаіге  раг  Г.  Л.  Ггапсосиѵ;  1 Ь 38 . 

Сёошёігіе  ёіёпіепіаіге  Ііазёс  зиг  Іа  іЬёогіе  (Іез  іпГіпііпепІ- 
реіііз,  зиіѵіе  сіе  Іа  Тгі§опотёІгіс  гесіі!і§пе  сі  зрііёгщие; 
2-с1е  ёсііііоп,  раг  Р.  ./.  Е.  Еіпск. 

Начальныя  основанія  Геометріи  Степана  Раиковскаго ,  1827  і. 
Начальныя  основанія  Геометріи  Я.  Татаринова ,  184-2  г. 
Начальныя  основанія  Геометріи  соч.  Сирода.  Перевелъ  п 
дополнилъ  Ф.  Симашко,  2  части,  184-7  г. 

Преподавателямъ,  занимающимся  спеціально  Геометріею,  и 
желающимъ  ближе  ознакомиться  съ  этою  наукою  какъ  въ 
историческомъ  отношеніи,  такъ  и  въ  разсужденіи  ея  постепен¬ 
наго  развитія,  мы  можемъ  указать  на  превосходное  сочиненіе 
Французскаго  математика  Шаля.  Арсгди  Ітіощие  зиг  I  оггдіпс 
сі  Іе  бёѵеіоррстспі  Лез  тсііюбез  ей  Оёотёігіе ,  раі  Іісиііёі  етспі 
бе  ееііез  у  иг  зе  гаррогіепі  а  Іа  Ссотёіпе  тобегпе ;  раг  М. 
Сііазіез,  1837.  Также,  въ  Пізіоігс  без  МаіЫтаІіуисз  раг  б. 
Е.  Мопіиеіа  и  въ  Нсѵсіорр етспі  поиѵеаи  бе  Іа  рагііе  ёіётепіаігс 
без  МаіЫтаІіуисз  (1778)  раг  М.  Вегігапб,  а  равно  въ  раз¬ 
ныхъ  академическихъ  мемуарахъ,  между  прочимъ  въ  Нефіехюпз 
зиг  біЦёгепІез  тапіёгез  бе  бётопігег  Іа  ІІіёопе  без  раі  аІШсз , 
раг  Есдспбге  (*),  любители  Геометріи  найдутъ  много  ліебопыт- 

(*)  ДІСШОІГС5  «1с  ГАсаіІётіо  Поуаіе  <1сз  Всіепссз  Лс  1’іпзіііиі  сіе  І  гапсс;  Г. 
XII,  1833. 
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наго,  и  даже  необходимаго  для  тѣхъ,  которые  желаютъ  углу¬ 
биться  въ  эту  науку.  Относительно  самаго  способа  ея  препо¬ 
даванія,  Учители  могутъ  воспользоваться  нѣкоторыми  замѣчанія¬ 
ми,  находящимися  въ  сочиненіи  Лакруа:  Еззаі  з  иг  Гепзеідпе- 
тепі  еп  дёпёгаі,  еі  8 иг  сеіиі  <1ез  Маікётаіідиез  еп  рагіісиііег. 

Наконецъ,  для  практическихъ  упражненій  воспитанниковъ 
въ  Геометріи,  можно,  соображаясь  съ  назначеніемъ  Военно- 
Учебныхъ  Заведеній,  выбирать  задачи  между  прочимъ  изъ 
слѣдующихъ  книгъ: 

Арріісаііопз  (Іе  Сёотёігіе  еі  <1е  Мёсапиціе  а  Іа  Магіпе. 
аих  ропіз  еі  сііаиззёез,  еіс.  Раг  Сііагіез  Пиріп ;  Рагіз,  1822. 

Сёотёігіе  арр1іс]иёе  а  Гіпйизігіе.  Раг  С.  Ь.  Негдегу ;  1835. 

Ма&ііегопі.  РгоЫётез  (Іе  Сёотёігіе  гёзоіиз  сіе  (ІіІГёгепІез 
тапіёгсз;  Ігаііиіі  сіе  Гііаііеп;  1838. 

ТЬёогстез  еі  ргоЫетез  (Іе  Сёотёігіе  ёіётепіаіге,  аѵее 
Іеиг  (Іётопзігаііоп  еі  Іеиг  зоіиііоп  гаізоппёе,  зиіѵіз  йе  (щез- 
Ііопз  сГехатеп.  Раг  Ге(гётоіге\  184-7.  ' 

ТЬёогётез  еі  ргоЫетез  (Іе  Сёотёігіе,  раг  ЯеупаиЛ\  1833. 

Въ  упомянутой  выше  Сёотёігіе  ёіётепіаіге  раг  Р.  Е.  Ріпск 
помѣщена  отдѣльная  статья  подъ  заглавіемъ :  ікёогётез  а 
йётопігег  еі  ргоЫетез  а  гсзошіге ,  изъ  которой  можно  сдѣлать 
полезный  выборъ. 

На  Русскомъ  языкѣ: 

Практическія  упражненія  въ  Геометріи,  или  собраніе  гео¬ 
метрическихъ  вопросовъ  и  задачъ  съ  ихъ  отвѣтами  и  рѣше¬ 
ніями;  П.  Гурьевымъ  и  Л.  Дмитріевымъ ;  2  части,  1844-  г. 

X.  Программа  Геометріи  для  воспитанниковъ  Военно-Учеб¬ 
ныхъ  Заведеній  содержитъ  въ  себѣ: 
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ПЕРВЫЙ  ГОДЪ. 

Введеніе. 

Геометрія  на  плоскости. 

I.  Объ  углахъ  и  линіяхъ  перпендикулярныхъ,  наклонныхъ 
и  параллельныхъ. 

И.  Прямолинейныя  Фигуры  и  измѣреніе  прямыхъ  линій. 

ВТОРОЙ  годъ* 

ІИ.  Круговая  линія.  Измѣреніе  угловъ. 

IV.  Задачи,  относящіяся  къ  предъидущимъ  Отдѣламъ. 

V’.  Пропорціональныя  линіи  и  подобныя  прямолинейныя 
Фигуры. 

VI.  Задачи,  относящіяся  къ  предыдущему  Отдѣлу. 

VII.  Измѣреніе  и  сравненіе  площадей  многоугольниковъ  и 
круга. 

VIII.  Задачи,  относящіяся  къ  вычисленію  площадей. 

ТРЕТІЙ  ГОДЪ. 

Геометрія  въ  пространствѣ. 

IX.  Прямыя  линіи  и  плоскости,  разсматриваемыя  въ  про¬ 
странствѣ. 

X.  О  многогранныхъ  углахъ  и  о  многогранникахъ. 

XI.  О  круглыхъ  тѣлахъ. 

Примѣчаніе.  Статьи  Программы  Геометріи  объяснены  въ 
Конспектѣ  одна  за  другой,  слѣдуя  порядку  нумеровъ.  На¬ 
печатанное  мелкимъ  шрифтомъ  въ  Конспектѣ,  не  обязательно 


для  воспитанниковъ. 


первый  годъ 


ВВЕДЕНІЕ. 


1.  Преподаватель  приступитъ  къ  изложенію  Геометріи  раз¬ 
витіемъ  первоначальнаго  понятія  о  пространствѣ,  ограничен¬ 
номъ  и  неограниченномъ,  пріобрѣтаемаго  всѣми  нздѣтства  безъ 
всякаго  посторонняго  объясненія.  При  этомъ  развитіи  нѣтъ 
никакой  надобности  входить  въ  метафизическія  разсужденія  о 
самой  сущности  пространства:  достаточно  изложить  предметъ 
въ  слѣдующемъ  видѣ  и  объемѣ: 

Если,  въ  окружающихъ  насъ  предметахъ,  примемъ  въ  раз¬ 
смотрѣніе  только  мѣсто ,  которое  они  занимаютъ  въ  простран¬ 
ствѣ,  независимо  отъ  самаго  ихъ  вещества,  то  получимъ  по¬ 
нятіе  о  протяженіи.  По  множеству  существующихъ  предме¬ 
товъ,  мѣста  пли  ограниченныя  пространства,  ими  занимаемыя, 
весьма  разнообразны:  такъ  напримѣръ  книга,  ящикъ,  ядро  п 
проч.  бсзт>  сомнѣнія  отличаются  видомъ  и  величиною  одни 
отъ  другихъ.  Во  всѣхъ  естественныхъ  тѣлахъ,  кромѣ  напол¬ 
няемаго  ими  мѣста,  замѣчаемъ  еще  два  другіе  рода  протя¬ 
женіи,  именно:  наружную  оболочку  или  поверхность  тѣла  и 
самые  предѣлы  этой  наружной  оболочки,  напримѣръ  крап 
книги,  ящика,  или  разныя  черты,  проведенныя  на  поверхно¬ 
сти  ядра. 

Всякое  протяженіе  можно  разсматривать  въ  отношеніи  къ 
его  виду,  а  также  сравнивать  съ  другимъ,  одного  съ  нимъ 
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рода,  или  измѣрять  его.  Наука,  занимающаяся  такими  изслѣ¬ 
дованіями,  называется  Геометріей.  Въ  прежнія  времена  она 
имѣла  предметомъ  одно  только  измѣреніе  полей,  почему  ей  и 
дали  тогда  названіе  Геометріи ,  которое,  по  Гречески,  озна¬ 
чаетъ  Землемѣріе. 

Мѣсто ,  занимаемое  встсимъ  естественнымъ  предметомъ , 
или  иначе ,  всякую  ограниченную  часть  пространства ,  назы¬ 
ваютъ  геометрическимъ  тѣломъ ,  или ,  длл  сокращенія  рѣчи , 
просто  тѣломъ.  Поэтому,  между  тѣломъ  дѣйствительнымъ  и 
геометрическимъ  та  разница,  что  первое  состоитъ  изъ  веще¬ 
ства,  и  слѣдовательно  непроницаемо-,  второе  же,  означая  толь¬ 
ко  часть  пространства,  не  имѣетъ  никакого  состава,  и  во 
всемъ  протяженіи  своемъ  проницаемо.  Хотя  тѣло  геометриче¬ 
ское  не  подлежитъ  нашимъ  чувствамъ,  но  умъ  хорошо  пости¬ 
гаетъ  его  чрезъ  отвлеченіе  свойствъ  матеріи. 

Разсматриваніе  геометрическаго  тѣла,  будетъ  ли  оно  огра¬ 
ничено  со  всѣхъ  сторонъ  [кубъ,  шаръ  и  проч.,  о  которыхъ 
всякій  имѣетъ  наглядное  понятіе),  или  не  со  всѣхъ  (цилиндръ, 
конусъ  и  проч.),  приводитъ  къ  различію  трехъ  родовъ  протя¬ 
женій,  именно:  объёма  тѣла  —  составляющаго  часть  про¬ 
странства;  поверхности  —  служащей  предѣломъ  объему,  и 
линіи  —  предѣломъ  поверхности.  Наконецъ,  предѣлъ  линіи, 
не  имѣющій  никакого  протяженія,  называется  точкою. 

Эти  три  рода  протяженія  можно  вообразить  независимо  одно 
отъ  другого;  они  совершенно  различны  между  собою,  и  не 
допускаютъ  взаимнаго  сравненія.  Такъ,  напримѣръ,  разсма¬ 
тривая  какое  ни  есть  тѣло,  положимъ  для  ясности  ящикъ ,  мы 
замѣчаемъ  въ  немъ  вмѣстимость  или  объёмъ,  чтб  и  со¬ 
ставляетъ  одинъ  изъ  трехъ  родовъ  протяженій;  потомъ  видимъ 
въ  немъ  стороны  или  боковыя  поверхности  —  другой  родъ 
протяженія;  наконецъ  края  или  линіи,  гдѣ  соединяются  подъ 
угломъ  доски  —  третій  родъ  протяженія.  Поименованные  три 
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рода  протяженій,  какъ  еей-часъ  сказэно,  нельзя  сравнивать 
между  собою:  дѣйствительно,  можно  ли  сказать,  напримѣръ, 
что  вмѣстимость  ящика  вдвое ,  втрое  больше  его  края  иль 
длины,  или  еще,  что  такая-то  сторона  вчетверо  меньше  его 
вмѣстимости? 

Отъ  разсматриванія  геометрическаго  тѣла  легко  перейти  къ 
понятію  о  поверхности  и  линіи  еще  слѣдующимъ  образомъ: 
раздѣлимъ  мысленно  тѣло  на  какія  ни  есть  части;  предѣлъ, 
отдѣляющій  одну  изъ  этихъ  частей  отъ  другой,  называется 
поверхностію.  Подобнымъ  образомъ,  раздѣлимъ  поверхность 
на  двѣ  произвольныя  части;  предѣлъ,  отдѣляющій  одну  изъ 
нихъ  отъ  другой,  будетъ  линія.  Наконецъ,  мѣсто  безъ  про¬ 
тяженія,  въ  которомъ  линію  раздѣляютъ  на  двѣ  части,  есть 
точка. 

Три  протяженія  отличаютъ  одно  отъ  другаго  числомъ  измѣ¬ 
реніи.  И  такъ,  говорятъ:  объёмъ  или  тѣло  имѣетъ  три  измѣ¬ 
ренія,  поверхность  —  два ,  линія  —  одно.  Войдемъ  поэтому 
предмету  въ  нѣкоторыя  подробности. 

Мы  сказали,  что  всякое  тѣло  имѣетъ  три  измѣренія-,  есть 
тѣла,  въ  которыхъ  то,  что  мы  называемъ  измѣреніями,  усма¬ 
триваются  непосредственно.  Такъ  мы  прямо  видимъ  длину 
ящика,  ширину  и  высоту  его.  Длина,  ширина  и  высота 
составляютъ  три  измѣренія  ящика.  Въ  нѣкоторыхъ  тѣлахъ 
три  измѣренія  не  обнаруживаются  такъ  просто ,  напримѣръ 
въ  ядрѣ,  то  есть  въ  шарѣ.  Впрочемъ,  раздѣливъ  подобныя 
тѣла  надлежащимъ  образомъ  на  части,  можно,  въ  каждой  изъ 
нихъ,  открыть  упоминаемыя  три  измѣренія,  что  въ  послѣд¬ 
ствіи  будетъ  объяснено  подробно  (*). 


Г)  пр,,  опрсдѣ.іеиін  п.ющади  круга,  круговаго  сегмента  и  сектора,  также 
□ри  разънсканіи  объёмовъ  мпогограипііковъ,  поверхности  шара,  его  объёма, 
объёма  конуса  и  цпліидра,  представится  надобность  въ  подобныхъ  раэложе- 
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Поверхность  имѣетъ  два  измѣреніи:  длину  и  ширину.  Гакъ, 
напримѣръ,  каждая  изъ  сторонъ  ящика  простирается  въ  длину 
и  ширину . 

Наконецъ,  линія  имѣетъ  только  одно  измѣреніе ,  называемое 
длиною.  Въ  ящикѣ  каждый  край  простирается  только  въ  одну 
длину. 

Можно  также  получить  понятіе  объ  измѣреніяхъ  обративъ 
вниманіе  на  то,  что  уничтожается  при  переходѣ  отъ  протя¬ 
женій  къ  ихъ  предѣламъ.  Такимъ  образомъ  линіи,  укорачива¬ 
ясь  постепенно,  и  обратясь  наконецъ  въ  точку,  теряетъ  един¬ 
ственное,  очевидное  свое  измѣреніе,  называемое  длиною. 
Поверхность,  чрезъ  непрерывное  съуживаніе,  обратится  въ 
линію,  и  лишится  тогда  одного  измѣренія,  обыкновенно  назы¬ 
ваемаго  шириною ;  и  такъ,  поверхность  имѣетъ  два  измѣренія . 
Наконецъ  объёмъ,  чрезъ  послѣдовательное  утоненіе,  или  чрезъ 
уничтоженіе  внутренности,  при  чемъ  останется  одна  оболочка, 
сдѣлается  поверхностію,  и  потеряетъ  измѣреніе,  называемое 
высотою ;  поэтому  объёмъ  имѣетъ  три  измѣренія. 

Преподаватель  обратитъ  вниманіе  учениковъ  и  па  то  обсто¬ 
ятельство,  что  два  измѣренія  поверхности,  или  три  измѣренія 
объема  могутъ  исчезнуть  въ  одно  время,  какъ  напримѣръ  при 
разсматриваніи  площади  круга,  а  равно  поверхности  и  обг- 
ёма  шара,  обращающихся  въ  точку  съ  уничтоженіемъ  радіуса. 

Когда  три  измѣренія  объема  различны  между  собою,  го 
вообще  наибольшее  изъ  нихъ  называется  длиною,  второе  по 
величинѣ  шириною ,  третье,  наименьшее,  высотою,  толстотою 


„ІЯХЪ  на  масти.  Тамъ  же  будетъ  объяснено,  мто  принявъ  линію  за  одно 
измѣреніе,  алгебр, ііеское  выраженіе  площади  и  поверхности  будетъ  пропор¬ 
ціонально  квадрату  числа,  означающаго  линію,  а  выраженіе  объема,  кубу 
этого  числа.  Такимъ  образомъ  число  измѣреній,  приписываемыхъ  тремъ 
протяженіямъ,  вполнѣ  оправдается  алгебрическимн  Формулами,  выражаю¬ 


щими  ихъ  величппы. 
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или  глубиною.  Впрочемъ,  эти  названія,  а  равно  относитель¬ 
ныя  величины  измѣреній,  не  всегда  свойственны  разсматрива¬ 
емымъ  естественнымъ  тѣламъ.  Такъ  говоря  о  человѣкѣ,  мы 
не  скажемъ  высота  его,  а  скажемъ  ростъ ;  подъ  глубиною 
колодезя  не  будемъ  разумѣть  наименьшее  его  измѣреніе,  а 
напротивъ  того,  наибольшее,  потому  что  глубина  колодезя 
вообще  болѣе  длины  и  ширины  его  поверхности.  Впрочемъ, 
какъ  названія,  о  которыхъ  говоримъ,  приняты  всѣми,  то  пере¬ 
мѣнять  ихъ  не  ел'ѣдуетъ,  а  должно  только  опредѣлительно 
условиться  въ  истинномъ  ихъ  значеніи.  И  такъ,  ширина 
будетъ  означать  то  измѣреніе,  котораго  лишается  поверх¬ 
ность  обращаясь  въ  линію,  а  высота,  измѣреніе,  исчезающее 
при  переходѣ  объёма  къ  поверхности. 

Изслѣдованіе  различныхъ  свойствъ  линій,  поверхностей  и 
объёмовъ,  а  также  измѣреніе  протяженій,  составляютъ  пред¬ 
метъ  Геометріи.  И  такъ,  Г еомстрін  есть  наука  о  свой¬ 
ствахъ  и  измѣреніи  различныхъ  протяженіи. 

По  различію  трехъ  протяженій,  Геометрія  раздѣляется  па 
три  части:  1-е  на  Лопгимстрію ,  имѣющую  предметомъ  линіи ; 
2-е,  Планиметрію,  занимающуюся  поверхностями,  и  3-е, 
Стереометрію,  разсматривающую  объёмы.  Для  удобства,  мы 
соединимъ  первыя  двѣ  части  въ  одну  подъ  общимъ  назва¬ 
ніемъ  Г еометріи  па  плоскости,  а  третью,  съ  присовокупле¬ 
ніемъ  статьи  о  взаимномъ  положеніи  прямыхъ  и  плоскостей 
въ  пространствѣ,  назовемъ  Геометріею  въ  пространствѣ. 
(Общія  замѣчанія,  №  IV). 

Примѣчаніе.  Нельзя  требовать  отъ  начинающихъ,  чтобы  они 
вдругъ,  и  съ  полнымъ  сознаніемъ,  усвоили  себѣ  всѣ  предло¬ 
женныя  выше  понятія,  которыя,  конечно,  покажутся  имъ  сна¬ 
чала  нѣсколько  затруднительными.  По,  по  мѣрѣ' дальнѣйшихъ 
развитій,  всё  непонятое  незамѣтнымъ  образомъ  объяснится 
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само  собою.  Поэтому,  излишне  было  бы  настаивать  слишкомъ 
много  на  этихъ  предварительныхъ  понятіяхъ. 

Исчисливъ  учащимся  предметы ,  которыми  занимается  На¬ 
чальная  Геометрія,  сообразно  съ  сказаннымъ  въ  №  IV  Общихъ 
Замѣчаній,  Преподаватель  перейдетъ  къ  нѣкоторымъ  опредѣ¬ 
леніямъ,  объясненіямъ  и  аксіомамъ,  придерживаясь  слѣдую¬ 
щаго  порядка: 

Самая  простая  изъ  всѣхъ  линій  есть  прямая ,  о  которой 
всякій  имѣетъ  ясное  понятіе.  За  очевидныя  ея  свойства  мож¬ 
но  принять: 

Между  двумя  точками  можно  провесят  одну  только  пря¬ 
мую  линію. 

Прямая  линія  есть  кратчайшее  разстояніе  между  двумя 
точками. 

Такого  рода  истины,  сами,  по  себѣ  очевидныя,  называ¬ 
ются  аксіомами. 

Тутъ  же  слѣдуетъ  условиться  съ  учащимися  въ  томъ,  что 
чрезъ  всякія  двѣ  точки  можно  всегда  провести  прямую  линію, 
и  продолжить  её  въ  обѣ  стороны  неопредѣленно. 

Двѣ  прямыя,  и  иѣюгція  двѣ  общія  точки,  сливаются  въ 
одну  линію ,  какъ  бы  далеко  не  были  продолжены. 

И  такъ,  для  наложенія  одной  прямой  линіи  на  другую,  до¬ 
статочно  совмѣстить  двѣ  какія  ни  есть  точки  первой  съ  двумя 
точками  второй. 

Двѣ  пересѣкающіяся  прямыя  имѣютъ  только  одну  общую 
точку,  называемую  точкою  пересѣченія. 

Линія,  состояхищя  изъ  соединенія  прямыхъ  линіи,  назы¬ 
вается  ломаною. 

Всякая  линія,  не  прямая  и  не  ломаная,  называется  кривою. 
Самая  простая  изъ  поверхностей  есть  плоская,  или ,  иначе, 
плоскость.  Всякій,  безъ  объясненія,  понимаетъ  ее.  Допуская 
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же  первоначальное  понятіе  о  прямой  линіи,  можно  опредѣлить 
плоскость  слѣдующимъ  образомъ: 

Плоскость  есть  поверхность  такого  свойства,  что  взявъ 
на  ней  двѣ  какія  ни  есть  точки,  и  соединивъ  ихъ  прямою  0пі’сд-  3- 
линіею,  эта  прямая  будетъ  всегда  лежатъ  на  ней  всѣми 
своими  точками. 

Всякая  поверхность  не  плоская,  и  не  состоящая  изъ  соеди¬ 
ненія  плоскостей,  называется  кривою  поверхностію. 

Можно  вообразить,  что  плоскость  простирается  неопредѣ¬ 
ленно  во  всѣ  стороны.  Но,  для  большей  ясности,  представимъ 
себѣ,  что  разсматривается  только  нѣкоторая  ограниченная  ея 
часть.  Пусть  будутъ  А  и  В  двѣ  точки,  взятыя  на  этой  пло¬ 
скости;  проводимъ  чрезъ  нихъ  прямую  линію  АВ,  которую 
продолжимъ  въ  обѣ  стороны.  Если  представимъ  себѣ,  что 
плоскость  обращается  около  прямой  АВ,  какъ  около  оси,  то, 
по  мѣрѣ  обращенія  своего,  она  будетъ  принимать  безчислен¬ 
ное  множество  различныхъ  положеній.  Такимъ  образомъ  двѣ 
данныя  точки  А  и  В,  или  какое  ни  есть  число  точекъ,  распо¬ 
ложенныхъ  по  одной  прямой  АП,  не  могутъ  опредѣлить  поло¬ 
женія  плоскости.  Но  если  назпачится  третья  точка  С,  не  на¬ 
ходящаяся  на  прямой  АВ,  то  плоскость,  при  обращеніи  около 
АВ,  встрѣтитъ  С,  и  приметъ  совершенно  опредѣленное  поло¬ 
женіе.  Слѣдовательно: 

Прямая  линія  и  точка  внѣ  этой  прямой,  опрсдѣл тотъ 

•  „  Пред.!,  б. 

положеніе  плоскости,  и  при  томъ  только  одной. 

Три  точки,  не  находящіяся  на  одной  прямой  линіи,  опре¬ 
дѣляютъ  положеніе  плоскости,  и  при  томъ  только  одной. 

Двѣ  пересѣкающіяся  прямыя  линіи  опредѣляютъ  положе¬ 
ніе  плоскости ,  и  при  томъ  только  одной.  Дѣйствительно, 
проведемъ  плоскость  чрезъ  точку  пересѣченія  двухъ  прямыхъ 
и  чрезъ  двѣ  другія  точки,  изъ  которыхъ  одна  принадлежитъ 
одной  прямой,  а  другая,  другой.  Эта  плоскость  вполнѣ  опре- 


Предл.  7. 


Предл.  8. 


і 


дѣлится,  потому  что  три  взятыя  точки  не  находятся  на  одномъ 
направленіи.  Всякая  плоскость,  проходящая  чрезъ  двѣ  данныя 
прямыя,  сольется  съ  найденною  по  той  причинѣ,  что  будетъ 
заключать  упомянутыя  сей-часъ  три  точки. 

Другія  свойства  плоскостей,  покамѣстъ  не  нужныя,  отнесе¬ 
ны  къ  Отдѣлу  IX. 

ГЕОМЕТРІЯ  НА  ПЛОСКОСТИ 

ОТДѢЛЪ  1. 

О  і;ъ  УГЛАХЪ  И  ЛИНІЯХЪ  ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫХЪ,  НАКЛОН¬ 
НЫХЪ  И  ПАРАЛЛЕЛЬНЫХЪ. 

Такъ  какъ  въ  расположеніи  нѣкоторыхъ  статей  этого  Отдѣла 
отступлспо  отъ  порядка,  котораго  придерживаются  въ  боль¬ 
шей  части  изданныхъ  курсовъ  Геометріи,  то  считаемъ  необ¬ 
ходимымъ  изложить  подробно  его  содержаніе,  и  указать  вмѣ¬ 
стѣ  съ  тѣмъ  па  логическую  связь  между  послѣдовательными 
предметами. 

о  О  свойствахъ  прямой  линіи,  разсматриваемой  отдѣльно, 
всё  что  нужно  было  сказано  въ  Введеніи.  Теперь,  слѣдуя 
естественному  порядку,  надлежитъ  разсмотрѣть  различныя 
совокупленія  двухъ  прямыхъ  на  плоскости.  II  во  первыхъ, 
Преподаватель  условится  въ  томъ,  какимъ  образомъ  складыва¬ 
ются  прямыя  линіи,  а  также  вычитаются  одна  изъ  другой; 
для  этого  онъ  укажетъ  на  извѣстное  всѣмъ  употребленіе 
линсики  и  циркуля ,  какъ  инструмента,  служащаго  при  этомъ 
дѣйствіи  для  нанесенія  данной  прямолинейной  длины  по  из¬ 
вѣстному  направленію.  Потомъ,  разсматриваніе  двухъ  прямыхъ 
линій  па  плоскости,  не  совмѣщающихся  между  собою,  приве¬ 
детъ  его  къ  двумъ  случаямъ:  или  прямыя,  по  достаточномъ 
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ихъ  продолженіи,  пересѣкутся,  или,  какъ  показано  будетъ 
далѣе  (№  4,  Предл.  20),  не  пересѣкутся.  Разсмотримъ  сперва 
первый  случай. 

Пусть  будутъ  АВ  и  СБ  двѣ  данныя  прямыя,  а  О  точка 
ихъ  пересѣченія.  Такимъ  образомъ  получимъ  четыре  части 
ВОВ,  СОА,  СОВ  и  АОВ,  которыя  называются  углами. 

II  такъ,  уголъ  есть  совокупленіе  двухъ  прямыхъ  линіи , 
остр  ѣч аюищхс я  въ  одной  точкѣ,  и  ограниченныхъ  при  ней. 

Точка  встрѣчи  двухъ  прямыхъ  называется  вершиною  угла, 
а  каждая  изъ  прямыхъ,  ограниченная  при  вершинѣ  ,  его  сто¬ 
роною  или  бокомъ. 

Уголъ  означаютъ  обыкновенно  тремя  буквами:  двѣ  относят¬ 
ся  къ  сторонамъ  угла,  а  третья,  которую  ставятъ  посрединѣ, 
къ  его  вершинѣ.  И  такъ,  уголъ  съ  провой  стороны  чертежа 
означается  чрезъ  ВОВ,  съ  лѣвой,  чрезъ  СОА,  снизу  АОБ, 
сверху  ВОС.  Когда  имѣемъ  только  одинъ  уголъ,  то  можно 
изображать  его  одною  буквою,  именно  того,  которая  поставле¬ 
на  при  вершинѣ. 

(1р  имѣчангс.  Понятіе  объ  углѣ  нс  требуетъ  другаго  опре¬ 
дѣленія;  называть  угломъ  безконечное  пространство ,  заклю¬ 
чающееся  между  двумя  пересѣкающимися  прямыми,  неесте¬ 
ственно,  и  при  томъ  совершенно  безполезно,  потому  что 
отличительную  принадлежность  угла  составляетъ  большая  или 
меньшая  степень  отклоненія  одной  его  стороны  отъ  другой ,  а 
разсматриваніе  пространства,  заключающагося  между  ними, 
есть  предметъ  посторонній.  И  такъ,  достаточно  показать,  что 
два  угла  равны,  когда,  при  общей  вершинѣ,  стороны  ихъ 
имѣютъ  по  одной  общей  точкѣ.  Отсюда  ученикъ  ясно  увидитъ, 
что  величина  угла  отнюдь  не  зависитъ  отъ  длины  его  сто¬ 
ронъ,  а  единственно  отъ  относительнаго  ихъ  положенія. 

Послѣ  этого  надлежитъ  показать  возможность  сложенія  и 
вычитанія  угловъ.  Такъ,  напримѣръ,  подъ  суммою  угловъ 
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Фиг.  з.  ВАС  и  В'А'С'  должно  разумѣть  уголъ  БОР,  полученный  чрезъ 
соединеніе  )гловъ  БОЕ=ВАС  и  ЕОР  пг  В^^С^,  наблюдая, 
чтобы  сторона  ОЕ  была  общею  обоимъ  слагаемымъ  угламъ. 
Равнымъ  образомъ,  чтобъ  получить  разность  двухъ  угловъ 
Фиг.  4.  ВАС — В'А'С',  вообразимъ,  что  составили  уголъ  Б'0'Е'=ВАС, 
и  нанесли  потомъ  уголъ  Б'О'Е'г^В'А'С',  принимая  (У Б'  за 
одну  изъ  его  сторонъ.  Уголъ  Г'О'Е'  изобразитъ  искомую 
разность.  Должно  замѣтить,  что  здѣсь,  а  равно  и  въ  послѣд¬ 
ствіи,  всѣ  линіи  проводятся  въ  одной  и  той  же  плоскости;  въ 
противномъ  же  случаѣ  будетъ  сдѣлана  оговорка. 

Если  примемъ  какой  нибудь  уголъ  за  единицу ,  то  легко 
будетъ  вообразить  углы  вдвое ,  втрое,  вчетверо  и  проч.  боль¬ 
шіе  или  меньшіе  его,  которые  поэтому  изобразятся  соотвѣт¬ 
ственно  цѣлыми  числами  2,  3,  4-  и  проч.  или  дробями  %, 
узі  у4  и  проч.  Основываясь  на  приведенныхъ  примѣрахъ,  и 
не  упоминая  покамѣстъ  объ  отношеніяхъ  ирраціональныхъ 
между  углами,  Преподаватель  заключитъ,  что  углы  могутъ 
быть  выражены  числами,  и  что  слѣдовательно  надъ  ними  мож¬ 
но  производить  тѣ  же  ариѳметическія  дѣйствія,  какъ  и  надъ 
всякими  именованными  величинами. 

Фнг.  б.  Положимъ  теперь,  что  прямая  ОС,  лежавшая  сначала  на  ОВ, 
начинаетъ  обращаться  отъ  правой  руки  къ  лѣвой,  не  выходя 
изъ  плоскости,  на  которой  проведена  линія  АВ.  При  этомъ 
движеніи  ОС  будетъ  постепенно  удаляться  отъ  прямой  ОВ, 
составляя  съ  нею,  въ  каждомъ  своемъ  положеніи,  два  угла, 
именно:  уголъ  ВОС  и  уголъ  СОА.  Эти  два  угла  называются 
смежными.  Очевидно,  что  сначала  уголъ  ВОС  будетъ  менѣе 
СОА.  а  потомъ,  напротивъ  того,  ВОС'  сдѣлается  болѣе  С'ОА. 
Ясно,  что  должно  существовать  одно  такое  промежуточное 
положеніе  ОБ  движущейся  прямой  ОС,  при  которомъ  углы 
ВОБ  и  БОА  равны  между  собою;  каждый  изъ  этихъ  двухъ 
угловъ  называется  прямымъ  угломъ ,  а  линія  ОВ,  въ  разе  уж- 
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деніи  прямой  АВ,  перпендикуляромъ.  Въ  такомъ  смыслѣ  го¬ 
ворятъ,  что  линія  ОБ  перпендикулярна  къ  АВ,  или  еще,  что 
ОБ  есть  перпендикуляръ  къ  АВ;  и  обратно:  линія  АВ  или 
АО  перпендикулярна  къ  ОБ.  Всякое  другое  положеніе  пря¬ 
мой  линіи  относительно  АВ,  какъ  напримѣръ  ОС  или  ОС*,  не 
совпадающее  съ  ОВ,  называется  наклоннымъ.  И  такъ,  линіи 
ОС  и  ОС'  суть  наклонныя  въ  разсужденіи  АВ,  и  обратно. 

Изъ  сказаннаго  заключаемъ  непосредственно,  что  изъ  вся¬ 
кой  точки,  взятой  на  прямой ,  можно  возставить  къ  ней 
только  одинъ  перпендикуляръ. 

Уголъ  меньше  прямого,  называется  острымъ ;  таковъ  уголъ 
ВОС  на  чертежѣ.  Уголъ  больше  прямаго,  какъ  напримѣръ 
СОА,  называютъ  тупымъ. 

Всѣ  прямые  углы  равны  между  собою.  прсл.і.  іо. 

Преподаватель  докажетъ  это  предложеніе  обыкновеннымъ 
образомъ  чрезъ  наложеніе  одного  прямаго  угла  на  другой,  и 
основываясь  при  томъ  на  Аксіомѣ  3. 

Далѣе,  изъ  предложенныхъ  понятій  объ  углѣ  вообще,  и  изъ 
Предложенія  о  равенствѣ  прямыхъ  угловъ,  проистекаютъ 
разныя  Слѣдствія ,  именно: 

Сумма  двухъ  смежныхъ  угловъ  равна  двумъ  прямымъ. 

Сумма  всѣхъ  угловъ ,  имѣющихъ  общую  вершину,  и  нахо¬ 
дящихся  по  одну  сторону  прямой  линіи ,  равна  двумъ  пря- 
ліымъ  угламъ. 

Сумма  всѣхъ  угловъ  около  точки  равна  четыремъ  прямымъ 
угламъ. 

Здѣсь  представится  случай  объяснить  учащимся  различіе 
между  прямыми  и  обратными  предложеніями.  Когда  въ  дан¬ 
ной  теоремѣ  принимают'!,  за  слѣдствіе  извѣстное  предположеніе, 
а  слѣдствіе  за  предположеніе,  то  получаютъ  вообще  обратную 
теорему  въ  отношеніи  къ  первоначальной.  Мы  говоримъ  вооб¬ 
ще,  потому  что  нс  всегда  прямое  предложеніе  влечетъ  за 
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собою  справедливость  обратнаго;  поэтому  обратныя  требуютъ 
особаго  доказательства. 

Для  примѣра  возьмемъ  приведенное  сей-часъ  предложеніе: 
сумма  двухъ  смежныхъ  угловъ  равна  двумъ  прямымъ  угламъ. 
Здѣсь  предположеніе  состоитъ  въ  томъ,  что  разсматриваемые 
два  угла  смежные,  то  есть,  что  у  нихъ  одна  сторона  общая, 
а  другія  направлены  по  одной  прямой  линіи,  но  противопо¬ 
ложны;  слѣдствіе  теоремы  —  равенство  двумъ  прямымъ 
угламъ  суммы  смежныхъ  угловъ.  Обратное  предложеніе,  спра¬ 
ведливое  въ  настоящемъ  случаѣ,  выразится  слѣдующимъ  обра¬ 
зомъ:  когда  сумма  двухъ  угловъ ,  имѣющихъ  общую  сторону , 
равна  двумъ  прямымъ,  то  эти  два  угла  будутъ  смежные, 
то  есть,  другія  ихъ  стороны  ггрямопротивоположпы. 

Пусть  данные  углы  будутъ  БОС  и  СОА,  а  ОС  общая  ихъ 
сторона.  Продолжимъ  линію  АО  до  В.  Если  не  допустимъ, 
что  сторона  ОБ  прямопротивоположна  сторонѣ  ОА,  то  она 
не  совпадетъ  съ  линіею  ОВ,  и  слѣдовательно  составитъ  съ 
нею  нѣкоторый  уголъ  БОВ.  Но,  по  самому  предположенію, 
уголъ  БОС -Л-гуюлъ  СОА=2  прямымъ , 
и  какъ  съ  другой  стороны  сумма  двухъ  смежныхъ  угловъ 
ВОС  и  СОА  равняется  двумъ  прямымъ ,  то  и  получимъ 
уголъ  БОС  =  углу  ВОС. 

Это  равенство  очевидно  противорѣчитъ  построенію,  по  ко¬ 
торому  уголъ  БОС>  угла  ВОС;  слѣдовательно,  нельзя  допу¬ 
стить,  чтобы  внѣшняя  сторона  ОБ  угла  БОС  падала  ниже 
ОВ.  Совершенно  подобнымъ  образомъ  докажется,  что  внѣшняя 
сторона  одного  изъ  разсматриваемыхъ  угловъ  не  можетъ  имѣть 
положеніе  ОБ',  то  есть  падать  выше  ОВ.  Дѣйствительно,  въ 
этомъ  предположеніи  нашли  бы,  какъ  и  выше,  уголъ  Б'ОС= 
углу  ВОС,  а  изъ  построенія  вышло  бы  уголъ  Б'ОС<  угла 
ВОС.  На  основаніи  такихъ  противорѣчій  заключаемъ  о  спра¬ 
ведливости  приведеннаго  выше  обратнаго  предложенія. 
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Преподаватель  замѣтитъ  учащимся,  что  употребленное  до¬ 
казательство  основано  на  способѣ  приведенія  къ  противорѣчію. 

При  дальнѣйшихъ  же  объясненіяхъ  онъ  будетъ  сообразоваться 
съ  тѣмъ,  что  сказано  объ  этомъ  способѣ  въ  Общихъ  За¬ 
мѣчаніяхъ  (№ѴІІ). 

Углы,  происходящіе  отъ  пересѣченія  двухъ  прямыхъ  линій, 
и  обращенные  вершинами  въ  противныя  стороны,  называются 
противоположными  гуглами.  И  такъ,  углы  АОВ ,  и  БОС  про -  Фаг.  7. 
тивоположные,  а  равно  АОС  и  ВОБ. 

Противоположные  углы  равны  между  собою.  Въ  самомъ 
дѣлѣ,  сумма  двухъ  смежныхъ  угловъ  АОВ  и  ВОБ  равна 
двумъ  прямымъ,  почему 

уголъ  АОВ  =  2  прямымъ  —  гуголъ  ВОБ; 
сумма  ВОБ  и  БОС,  по  той  же  причинѣ,  равна  двумъ  пря¬ 
мымъ,  почему 

гуголъ  БОС  =  2  прямымъ  —  гуголъ  ВОБ. 

Слѣдовательно  углы  АОВ  и  БОС  равны  между  собою. 

3.  Уже  видѣли  выше,  что  изъ  точки,  взятой  на  прямой 
линіи,  можно  всегда  возставить  къ  ней  перпендикуляръ,  и 
при  томъ  только  одинъ  въ  одной  и  той  же  плоскости.  Теперь 
докажемъ,  что  изъ  всякой  точки,  внѣ  прямой,  можно  всегда 
опустить  на  нее  перпендикуляръ,  и  при  томъ  только  одинъ. 

Пусть  данная  прямая  будетъ  АВ,  а  данная  точка  С.  Такъ  ‘1>иг-  8 
какъ  неопредѣленная  прямая  АВ  раздѣляетъ  плоскость,  про¬ 
ходящую  чрезъ  нее  и  чрезъ  точку  С  на  двѣ  части,  то  обра¬ 
щая  верхнюю  часть  Ь  около  АВ  до  ея  совпаденія  съ  нижнею 
М,  точка  С  приметъ  на  М  нѣкоторое  положеніе,  означенное 
буквою  С'  на  чертежѣ.  Если  теперь,  при  первоначальномъ 
положеніи  точки  С,  соединимъ  её  съ  С',  то  получимъ  пря¬ 
мую  СС' ,  которая  пересѣчетъ  линію  АВ,  положимъ  въ  точкѣ 
О.  Легко  видѣть,  что  углы  АОС  и  АОС'  будутъ  оба  прямые; 
дѣйствительно,  если  вновь  перегнемъ  плоскость  но  линіи  АВ, 
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то  прямая  АО  останется  неподвижною,  а  СО  совмѣстится  съ 
ОС',  изъ  чего  и  слѣдуетъ  заключить,  что  уголъ  АОС  равенъ 
углу  АОС',  и  какъ  они  смежные,  то  каждый  изъ  нихъ  будетъ 
прямымъ.  И  такъ,  линія  СО  перпендикулярна  къ  ЛВ. 

Теперь  надобно  доказать,  что  кромѣ  перпендикуляра  СО, 
другаго  нельзя  опустить  изъ  С  на  линію  АВ.  Положимъ,  про¬ 
тивно  сказанному,  что  СИ  перпендикулярна  также  къ  АВ,  и 
слѣдовательно  уголъ  АОС  прямой.  Перегнувъ  часть  плоскости 
Ь  по  ЛВ  до  ея  совпаденія  съ  М,  прямая  СО  совмѣстится 
съ  С'О,  почему  уголъ  АОС',  какъ  равный  углу  АОС,  будетъ 
прямой;  и  такъ,  линія  СОС'  будетъ  прямая,  откуда  слѣдова¬ 
ло  бы  заключить,  что  чрезъ  двѣ  точки  С  и  С'  проходятъ  двь 
различныя  прямыя  СОС'  и  СОС';  невозможность  этого  слѣд¬ 
ствія  (Акс.  1)  влечетъ  за  собою  справедливость  второй  части 
доказываемаго  предложенія . 

11  такъ,  кромѣ  перпендикуляра  СО,  другаго  быть  не  мо¬ 
жетъ,  и  всѣ  прямыя,  подобныя  СО,  СЕ  и  проч.  будутъ  на¬ 
клонныя. 

Линія  СС',  какъ  прямая,  меньше  ломаной  СОС';  сверхъ 
того  СО  =  %  СС',  а  СО  —  %  СОС';  отсюда  заключаемъ,, 
что  СО<СБ.  Слѣдовательно 

Перпендикуляръ,  опущенный  изъ  данной  точки  на  какую 
1]"  ни  есть  прямую  линію,  короче  всякой  наклонной. 

Этотъ  перпендикуляръ,  или  кратчайшій  путь  отъ  точки  къ 
прямой,  условились  называть  разстояніемъ  точки  отъ  прямой. 

Наклонная  линія  составляетъ  острые  углы  съ  обоими  пер¬ 
пендикулярами. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  если  бы  допустили,  что  уголъ  СОА  (тотъ 
же  чертежъ)  тупой  (случай  прямаго  угла  исключается  уже 
тѣмъ,  что  сказано  выше),  то  проведя  линію  ОМ  перпендику¬ 
лярно  къ  АВ,  она  необходимо  помѣстилась  бы  въ  углѣ  СОО, 
и  поэтому  встрѣтила  бы  СО  въ  нѣкоторой  точкѣ,  напримѣръ 
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въ  М;  такимъ  образомъ  чрезъ  точку  М  прошли  бы  два  пер¬ 
пендикуляра  къ  прямой  АВ,  что  невозможно. 

Изъ  двухъ  наклонныхъ  линіи  та  длиннѣе,  которая  болѣе 
удалена  отъ  основанія  перпендикуляра ;  при  равномъ  удале¬ 
ніи,  двѣ  наклонныя  равны  между  собою. 

Пусть  будутъ  СО  ближайшая  и  СЕ  дальнѣйшая  наклонная 
къ  АВ.  Соединивъ  О  и  Е  съ  точкою  С',  получимъ  внутрен¬ 
нюю  ломаную  СОС'  и  наружную  ломаную  СЕС'.  Продол¬ 
живъ  сторону  С'О  до  Г,  найдется,  на  основаніи  Акс.  2, 

СР-+-ЕО>СО 

ГЕ-НЕС'>ЕО-НОС'. 

Сложивъ  эти  два  неравенства,  уничтоживъ  потомъ  ГО,  и 
замѣнивъ  сумму  СЕ- 1~РЕ  линіею  СЕ,  получимъ  окончательно 
СЕ+ЕС'>С04-0С\ 

Это  неравенство  показываетъ,  что  если  между  двумя  точ¬ 
ками  проведены  двѣ  ломаныя  линіи,  состоящія  каждая  изъ  Пред.*. 
двухъ  прямыхъ,  то  наружная  ломаная  линія  будетъ  боль¬ 
ше  внутренней. 

Принявъ  въ  соображеніе,  что  ЕС'^СЕ,  ОС'=СО,  и  раз¬ 
дѣливъ  предъидущія  неравенства  на  2,  найдемъ 
СЕ  >  СО, 

что  и  слѣдовало  доказать. 

Наклонныя,  проведенныя  изъ  одной  точки  перпендикуляра, 
и  равно  удаленныя  отъ  него,  равны  между  собою,  и  состав-  ириА*1,  10 
ляютъ  съ  нимъ  равные  углы. 

Пусть  СО  перпендикулярна  къ  АВ;  такъ  какъ  по  предпо-  ф,,г*  9- 
ложенію  разстоянія  АО  и  ОВ  наклонныхъ  АС  и  СВ  равны 
между  собою,  то  обративъ  около  СО  часть  плоскости  Ь  до 
совмѣщенія  ея  съ  М,  точка  С  останется  неподвижною,  а  В 
сольется  съ  А;  слѣдовательно,  прямая  СВ  совпадетъ  съ  С  А, 
а  уголъ  ВСО,  покрывъ  совершенно  уголъ  АСО,  будетъ  ему 
равенъ,  что  и  имѣли  въ  виду  доказать. 
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Изъ  двухъ  наклонныхъ,  проведенныхъ  чрезъ  одну  точку 
Пролл.  ю.  перпендикуляра,  болѣе  удаленная  составляетъ  меньшій  уголъ 
съ  другимъ  перпендикуляромъ. 

Фиг.  ю.  Пусть  будетъ  СО  перпендикуляръ  къ  АВ,  СА  ближайшая,  а 
СИ  дальнѣйшая  наклонная;  отложимъ  ОВг=ОА,  и  соединимъ 
С  съ  В;  уголъ  СВА  будетъ  равенъ  углу  САО  (Предл.  15). 
Положимъ  теперь,  что  линія  БВ  раздѣлена  пополамъ  въ  точ¬ 
кѣ  Е,  и  что  изъ  Е  возставленъ  перпендикуляръ,  который 
необходимо  пересѣчетъ  прямую  БС,  напримѣръ  въ  Е;  дѣй¬ 
ствительно,  такъ  какъ  точка  дѣленія  Е  не  можетъ  находиться 
между  О  и  В,  ибо  ОВ<узБВ,  то  непремѣнно  упадетъ  между 
О  и  Б.  Соединивъ  Р  съ  В,  получатся  двѣ  наклонныя  РБ  и 
РВ,  равныя  между  собой,  при  чемъ  уголъ  РВЕ  будетъ  ра¬ 
венъ  углу  РВЕ.  Но  уголъ  СВЕ>угла  РВЕ;  слѣдовательно, 
сообразно  съ  сказаннымъ,  получится  уголъ  СВО<  угла  САО. 

Изъ  сказаннаго  выше  о  перпендикулярахъ  и  наклонныхъ 
выводятся  очень  просто  нѣкоторыя  слѣдствія,  именно; 

Изъ  одной  точки  нельзя  провести  къ  данной  прямой 
СлЬдст.  17.  долѣе  $вуХЬ  равныхъ  линіи. 

Перпендикуляръ,  возставленный  изъ  средины  прямой  линіи, 
Слѣдст.  і8.  проходитъ  чрезъ  всѣ  точки,  находящіяся  на  равныхъ  раз¬ 
стояніяхъ  отъ  двухъ  концовъ  данной  прямой. 

Всякая  точка,  взятая  не  на  этомъ  перпендикулярѣ,  на- 
Слѣдст.  И),  ходится  на  неравныхъ  разстояніяхъ  отъ  концовъ  данной 
прямой. 

Слѣдуетъ  также  разсмотрѣть  и  предложенія,  обратныя  предъ- 
идущимъ. 

4.  Два  перпендикуляра  къ  одной  и  той  же  линіи,  какъ 
Пред...  20.  бы  далеко  не  были  продолжены  въ  обѣ  стороны,  никогда  не 
пересѣкутся. 

Фиг  іі  Дѣйствительно,  если  допустимъ,  что  перпендикуляры  БЕ  и 
РС  къ  АВ  пересѣкаются,  напримѣръ  въ  точкѣ  С,  то  отсюда 
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слѣдовало  бы  заключить,  что  изъ  этой  точки  С  можно  опу¬ 
стить  два  перпендикуляра  на  линію  АВ,  что  невозможно. 
Совокупленіе  трехъ  линій  ВОО'Р  или  ЕОО'С  называется 
прямоугольнымъ  двуугольникомъ. 

Когда  двѣ  прямыя  пересѣчены  третею,  и  сумма  внут¬ 
реннихъ  угловъ,  по  одну  сторону  сѣкущей,  равна  двумъ  пря¬ 
мымъ  угламъ,  то  эти  двѣ  линіи  нигдѣ  не  пересѣкутся. 

Пусть  будутъ  АВ  и  СБ  двѣ  данныя  прямыя,  а  ЕР  пересѣ¬ 
кающая  ихъ  линія  при  условіи  аД-Ь—^  прямымъ.  Если  при¬ 
мемъ,  что  линіи  АВ  и  СБ  пересѣкаются,  то  опустимъ  изъ 
точки  пересѣченія  перпендикуляръ  НС  на  ЕР;  далѣе,  замѣ¬ 
тивъ,  что  уголъ  ВСР  равенъ  углу  ВАР,  окажется,  что  двѣ 
наклонныя  В  А  и  БС,  по  одну  сторону  перпендикуляра  НС, 
составляютъ  съ  другимъ  перпендикуляромъ  ЕР  равные  острые 
углы  БСР  и  ВАР.  Невозможность  этого  слѣдствія  ('Предл.  16) 
ведетъ  прямо  къ  заключенію,  что  линіи  АВ  и  СБ  нигдѣ  не 
пересѣкутся.  Замѣтимъ,  что  совокупленіе  трехъ  линій  ВАСБ, 
когда  АВ  и  СБ  не  встрѣчаются ,  называется  косоугольнымъ 
двуугольникомъ. 

Параллельными  линіями  называются  прямыя,  находящіяся 
въ  одной  плоскости,  и  нигдѣ  не  встрѣчающіяся. 

Слѣдовательно,  два  перпендикуляра  къ  одной  прямой,  а 
также  двѣ  линіи,  составляющія  съ  третей  внутренніе  углы,  ко¬ 
торыхъ  сумма  равна  двумъ  прямымъ,  суть  линіи  параллельныя. 

Наклонная  и  перпендикуляръ  къ  одной  и  той  эісе  прямой 
линіи,  по  достаточномъ  ихъ  продолженіи,  всегда  пересѣкутся. 

Изъ  этой  аксіомы,  о  которой  будутъ  предложены  нѣкоторыя 
подробности  въ  концѣ  этого  Отдѣла,  проистекаетъ  слѣдую¬ 
щее  предложеніе: 

Чрезъ  данную  точку  можно  провести  только  одну  линію, 
параллельную  данной  прямой. 

Дѣйствительно,  опустивъ  изъ  данной  точки  О  перпендику- 
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.іяръ  00'  на  данную  прямую  СЕ,  и  возставивъ  потомъ  пер¬ 
пендикулярную  ОБ  къ  00',  окажется,  что  всякая  линія, 
отличная  отъ  01),  какъ  напримѣръ  ОН,  будетъ  наклонною  къ 
О'Р,  почему  и  пересѣчетъ  гдѣ  нибудь  перпендикуляръ  О  Р 
или  продолженіе  его  О'С. 

Когда  двѣ  прямыя  пересѣчены  третею,  и  сумма  внутрен¬ 
нее  лл.  23.  нихъ  угловъ,  по  одну  сторону  сѣкущей,  нс  равна  двумъ 
прямымъ  угламъ,  то  двѣ  линіи  пересѣкаются. 

Собственно  въ  этомъ  предложеніи  состоитъ  11 -я  Эвклидова 
Фиг.  12.  аксіома.  Для  доказательства,  пусть  будутъ  АВ  и  СК  данныя 
двѣ  прямыя,  а  ЕР  сѣкущая;  положимъ,  что  сумма  угловъ 
ВАР  и  КСЕ  менѣе  двухъ  прямыхъ.  Такъ  какъ  изъ  точки  С 
можно  провести  одну  только  параллельную,  напримѣръ  СО,  къ 
ЛВ,  то  заключаемъ,  что  СК  не  будетъ  параллельна  линіи 
АВ,  и  слѣдовательно  пересѣчетъ  ее. 

Когда  двѣ  параллельныя  линіи  пересѣчены  косвенно  третею 
прямою,  то  изъ  осъми  угловъ,  образуемыхъ  при  этомъ,  1-с 
четыре  острые  будутъ  равны  между  собою;  2-е  четыре  ту¬ 
пые  также  равны,  и  3-е  каждый  острый  будетъ  служить 
тупому  дополненіемъ  къ  двумъ  прямымъ  угламъ. 

Эти  свойства  суть  непосредственныя  слѣдствія  Прсдл.  21. 

Упоминаемымъ  осьми  угламъ,  сравниваемымъ  между  собою 
относительно  ихъ  положенія,  даны  различныя  названія.  Такъ 
фи.,  із  углы  с,  сі,  е,  [,  заключающіеся  между  двумя  параллельными, 
(или  непараллельными  линіями),  называются  внутренними ,  а 
углы  а,  Ь,  д ,  внѣшними.  Углы  с  и  {,  а  также  бис  внут¬ 

ренними  противоположными  или  внутренними  перекрестными ; 
углы  а  и  К,  а  также  Ь  и  д  внѣшними  противоположными 
или  внѣшними  перекрестными.  Два  угла,  одинъ  внутренній,  а 
другой  внѣшній,  обращенные  своими  отверстіями  въ  одну 
сторону,  называются  соотвѣтственными.  Таковы  а  и  е ,  с  и  д , 
Ь  и  (,  б  и  Н. 


Въ  слѣдствіе  приведеннаго  сей-часъ  предложенія  заключаемъ, 
что  при  пересѣченіи  двухъ  параллельныхъ  линій  третею  прямою 

1- е.  Внутренніе  противоположные  углы  равны  между  собою. 

2- е.  Внѣшніе  противоположные  углы  равны.  і 

3- е.  Соотвѣтственные  углы  равны. 

4- е.  Сумма  внутреннихъ  угловъ,  по  одну  сторону  сѣкущей,  \ 

равна  двумъ  прямымъ  угламъ.  1 

6-е.  Сумма  внѣшнихъ  угловъ,  по  одну  сторону  сѣкущей,  I 
равна  двумъ  прямымъ  угламъ. 

Вслѣдъ  за  этимъ  должно  доказать  и  обратныя  предложенія, 
именно:  если,  при  пересѣченіи  двухъ  прямыхъ  третею,  одно 
изъ  приведенныхъ  пяти  свойствъ  имѣетъ  мѣсто,  то  данныя 
двѣ  прямыя  взаимно  параллельны. 

5-  Линіи,  параллельныя  одной  прямой,  параллельны  между 
собою. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  еслибъ  онѣ  встрѣчались,  то  изъ  одной 
точки  можно  бы  было  провести  двѣ  параллельныя  къ  одной  и 
той  же  прямой. 

Два  угла,  имѣющіе  стороны  взаимно  параллельныя  или 
перпендикулярныя,  будутъ  или  равны  между  собою ,  или, 
взятые  вмѣстѣ,  составятъ  два  прямые  угла. 

Различные  случаи  этого  предложенія  докажутся  очень  про¬ 
сто  на  основаніи  приведенныхъ  сей-часъ  теоремъ  26. 

Части  двухъ  параллельныхъ  линій,  заключающіяся  между 
двумя  другими  параллельными,  равны  между  собою. 

Положимъ,  что  параллельныя  линіи  СО  и  С'Б'  пересѣчены 
двумя  прямыми  АВ  и  А'В',  также  взаимно  параллельными; 
требуется  доказать,  что  А'В'=АВ.  Соединивъ  А'  съ  В,  по¬ 
лучимъ  два  двуугольника  СА'ВС'  или  Ь  и  Б'ВА'Б  или  М, 
которые  равны  между  собою;  дѣйствительно,  такъ  какъ  уголъ 
СА'В=уг.Б'ВА',  а  уг.  С'ВА'=уг.БА'В  {Прсдл.  26)',  то 
совмѣстивъ  точку  А'  съ  В,  а  прямую  А'С  съ  ВБ',  другія 
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двѣ  стороны  А' В  и  ВС'  двуугольника  Ь  совмѣстятся  съ  сто¬ 
ронами  ВА'  и  А' О  двуугольника  М.  То  же  самое  должно  ра¬ 
зумѣть  и  о  линіяхъ  ВА  и  Л'В',  потому  что  по  наложеніи  Е 
на  М,  по  причинѣ  равенства  угловъ  АВА'  и  В'А'В,  прямая 
ЛВ  пойдетъ  по  направленію  А'В;  съ  другой  же  стороны,  такъ 
какъ  крайнія  точки  В  и  А  прямой  ВА  упадутъ  соотвѣтствен¬ 
но  въ  точки  А'  и  В'  прямой  А'В',  то  и  заключаемъ,  что 
А'В'=АВ. 

Отсюда  непосредственно  проистекаетъ  слѣдствіе: 

Разстоянія  между  двумя  параллельными  линіями  вездѣ 
равны  между  собою. 

ПРИМѢЧАНІЕ  КЪ  ТЕОРІИ  ПАРАЛЛЕЛЬНЫХЪ  ЛИНІЙ- 

Предложеніе  23,  принадлежащее  къ  числу  многихъ,  которыя 
могутъ  быть  приняты  за  основаніе  теоріи  параллельныхъ 
линій,  Преподаватель  приведетъ  въ  видѣ  аксіомы.  По  неудо¬ 
влетворительности  вообще  предлагаемыхъ  доказательствъ  этой 
истины,  всего  лучше,  при  элементарномъ  изложеніи,  посту¬ 
пить  какъ  Эвклидъ,  и  принять  се  за  очевидную  (Общія  За¬ 
мѣчанія  Ж  IV).  Впрочемъ,  для  поясненія  упоминаемаго  пред¬ 
мета  Преподавателямъ,  отсылаемъ  ихъ  къ  отдѣльнымъ  тру¬ 
дамъ  математиковъ,  и  между  прочимъ  къ  Мемуару  Лежандра, 
о  которомъ  упомянуто  въ  Общихъ  Замѣчаніяхъ  Ж  IX. 
Приводимъ  также  нѣкоторыя  собственныя  соображенія  но  это¬ 
му  самому  вопросу. 

Пусть  будетъ  АБ  наклонная,  а  ВС  перпендикуляръ  къ  АЕ. 
Слѣдуетъ  доказать,  что  АІ)  пересѣчется  съ  ВС  па  достаточ¬ 
номъ  продолженіи  обѣихъ  прямыхъ.  Покажемъ ,  что  допу¬ 
стивъ  противное,  мы  будемъ  приведены  къ  явной  невозмож¬ 
ности.  Если,  удаляясь  отъ  точки  А,  станемъ  опускать  изъ  т, 
т',  т"...  на  прямую  АВ  перпендикуляры  тр,  тр,т'р  ...., 
которые  очевидно  пе  могутъ  падать  въ  А  ,  то  мо¬ 
жетъ  случиться  одно  изъ  двухъ:  или  основанія  р,  р' ,  р  ... 
перпендикуляровъ  будутъ  неопредѣленно  удаляться  отъ  верши¬ 
ны  А  угла,  или  же  будутъ  постепенно  приближаться  къ  нѣ¬ 
которой  точкѣ  О,  никогда  нс  достигая  ея,  и  слѣдовательно  пс 
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переходя  за  сказанную  точку.  Первый  случай  ведетъ  непо¬ 
средственно  къ  заключенію,  что  всякая  наклонная  персе Ь- 
кается  съ  перпендикуляромъ.  Поэтому  мы  должны  разсмо¬ 
трѣть  второй  случай,  то  есть  существованіе  предѣльной  точки 
О,  и  слѣдовательно  предѣльной  прямой  линіи  АО,  длина  ко¬ 
торой  опредѣляется  угломъ  ЕАГ).  Но  мы  покажемъ,  что  та¬ 
кой  зависимости  опредѣленной  длины  отъ  прямолинейнаго  угла 
допустить  невозможно.  Для  этого  замѣтимъ  во  первыхъ,  что 
уголъ  ЕАТ)  вполнѣ  опредѣляется  тремя  понятіями,  именно: 
понятіемъ  о  прямой  линіи,  о  плоскости  и  объ  отвлеченномъ 
числѣ.  Дѣйствительно,  уголъ  ЕАГ),  какой  бы  онъ  ни  былъ, 
составит!»  нѣкоторую  опредѣленную  часть  прямаго  угла  ЕАГ, 
построеннаго  въ  плоскости  ЕАГ);  такъ,  напримѣръ,  онъ  будетъ 
равенъ  2/5  прямаго,  и  слѣдовательно,  во  всякомъ  случаѣ,  опре¬ 
дѣлится  отвлеченнымъ  числомъ .  По  данному  же  отвлеченному 
числу,  о  которомъ  говоримъ,  и  понятіи  о  прямой  лиши  для 
проведенія  сторонъ  угла  ЕАІ),  этотъ  уголъ  опредѣлится  вполнѣ. 

И  такъ,  длина  АО  должна,  такъ  сказать,  получить  происхож¬ 
деніе  изъ  трехъ  понятій:  1-е  неопредіъленной  прямой ,  2-е  не¬ 
опредѣленной  плоскости  и  3-е  отвлеченною  числа.  Но  какъ  ни 
одио  изъ  этихъ  трехъ  понятій  не  заключаетъ  въ  себѣ  никако¬ 
го  элемента,  однороднаго  съ  именованною  длиною,  то  и  за¬ 
ключаемъ,  что  предѣльна  я  линія  АО  существовать  не  можетъ, 
и  что  слѣдовательно  наклонная  АІ)  пересѣчетъ  всякій  перпен¬ 
дикуляръ  ВС,  какъ  бы  основаніе  В  не  было  удалено  отъ  точ¬ 
ки  А. 

Чтобы  убѣдиться  въ  строгости  приведеннаго  доказательства, 
стоитъ  только  принять  въ  соображеніе,  что  основаніемъ  его 
служитъ  то  свойство  прямой  линіи  (а  равно  и  плоскости),  но 
которому  она  независима  отъ  всякою  параметра  или  опредѣлен¬ 
ной  линейной  мѣры.  Дѣйствительно,  всѣ  прямыя,  по  наложеніи 
одной  на  другую,  совпадаютъ  во  всѣхъ  свопхъ  точкахъ,  и 
поэтому  тожественны  между  собою.  Напротивъ  того,  всякая 
кривая  линія  (а  равно  кривая  поверхность)  не  можетъ  быть 
построена  безъ  какого  либо  параметра  или  опредѣленной  линей¬ 
ной  мѣры.  Такъ  размѣръ  круга  зависитъ  отъ  его  радіуса, 
параболы,  отъ  ея  параметра  и  проч.  Чтобы  заключеніе  наше 
сдѣлать  такъ  сказать  осязательнымъ  относительно  этого  харак¬ 
теристическаго  различія  между  прямыми  п  кривыми  линіями, 
вообразимъ,  что  нѣсколько  человѣка» ,  независимо  одинъ  оі  ь 
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другаго,  пропели  каждый  прямую  линію  п  начертили  кругъ. 
Всѣ  прямыя  линіи  совпадутъ  но  наложеніи  одной  на  другую, 
потому  что  ихъ  черченіе  не  зависило  ни  отъ  какой  линейной 
мѣры.  Что  же  касается  до  круговъ,  то,  совмѣстивъ  ихъ  цен¬ 
тры,  оказкется,  что  всѣ  эти  круги  различны  но  причинѣ  про^- 
извольваго  выбора  линейной  мѣры,  въ  настоящемъ  случаѣ 
■радіусовъ  круговъ. 

Предложенное  здѣсь  различіе  между  прямою  н  кривыми  ли¬ 
ніями  можетъ  быть  еще  разсматриваемо  въ  слѣдующемъ  видѣ. 
прямая  есть  такая  линія,  на  которой  не  существуетъ  сово¬ 
купности  двухъ  точекъ  ( диэюе  одно? і),  отличающихс я  отъ  дру¬ 
гихъ  точекъ  какою  либо  особенностію.  Это  свойство,  совер¬ 
шенію  согласное  съ  пашпмп  первоначальными  понятіями  о 
прямой,  собственно  говоря,  не  отличается  отъ  предложеннаго 
выше,  въ  отношеніи  къ  параметру  ;  дѣйствительно,  если  бы 
на  прямой  линіи  могли  существовать  хотя  двѣ  особенныя 
точки,  то  разстояніе  между  ними  опредѣлило  бы  нѣкоторую 
длину  или  параметръ.  Въ  кривыхъ  линіяхъ,  напротивъ  того, 
существуетъ  безчисленное  множество  совокупленій  двухъ  или 
нѣсколькихъ  точекъ,  отличающихся  какою  лпбо  особенностію; 
такъ,  напримѣръ,  въ  кругѣ  усматриваемъ  безчисленное  мно¬ 
жество  паръ  точекъ,  находящихся  одна  отъ  другой  на  раз¬ 
стояніи  цѣлаго  діаметра.  Подобное  должно  разумѣть  и  о  всякой 
другой  кривой  линіи. 

Докажемъ  еще  на  основаніи  приведенныхъ  началъ,  что 
двіь  прямыя,  имѣющія  двіь  общія  точки,  совпадаютъ  во  всемъ 
своемъ  протяженіи.  Доказательство  этоіі  истины,  обыкновенно 
предлагаемое  въ  курсахъ,  подаетъ  поводъ  къ  справедливымъ 
возраженіямъ.  И  во  первыхъ,  опо  основано  на  теоремѣ  о 
равенствѣ  прямыхъ  угловъ,  а  это  предложеніе,  какъ  намъ  ка¬ 
жется,  не  можетъ  быть  строго  оправдано,  не  допустивъ  самой 
истины,  которую  имѣемъ  въ  виду  доказать.  Съ  другой  сторо¬ 
ны,  въ  доказательствѣ  опускаютъ,  безъ  разсмотрѣнія,  невоз¬ 
можность  безконечно-малыхъ  прямолинейныхъ  угловъ.  Войдемъ 
но  этому  предмету  въ  нѣкоторыя  подробности,  и  приведемъ, 
для  соображенія,  изложеніе  занимающей  насъ  истины,  заим¬ 
ствуя  его  у  Лежандра. 

«Пусть  общія  точки  будутъ  А  и  В;  прежде  всего  замѣ- 
Фііг.  16.  тнмъ,  что  двѣ  прямыя  между  А  и  В  сливаются  въ  одну,  иначе 
межлѵ  двумя  точками  проходили  бы  двѣ  прямыя  линіи,  что 
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невозможно  въ  силу  Аксіомы  і.  Положимъ  теперь,  что  двѣ 
разсматриваемыя  линіи,  по  продолженіи  ихъ,  начинаютъ  рас¬ 
ходиться  въ  точкѣ  С,  такъ  что  одна  изъ  нихъ  идетъ  по  СІ), 
а  другая  по  СЕ.  Въ  точкѣ  С  проводимъ  СІ'  такъ,  чтобы  уголъ 
АСР  былъ  прямой.  Но  линія  АС1)  прямая;  слѣдовательно  уголъ 
ГСІ)  будетъ  прямой;  также  линія  АСЕ  прямая,  почему  н 
уголъ  ГСЕ  прямой.  Съ  другой  же  стороны  часть  ВСЕ  не  мо¬ 
жетъ  быть  равиа  цѣлому  ЕСЮ»  отсюда  заключаемъ,  что  когда 
прямыя  имѣютъ  двѣ  общія  точки  А  и  В,  то  онѣ  нс  могутъ 
разъединиться  ни  въ  какой  точкѣ,  а  поэтому  совмѣщаются  во 
всемъ  своемъ  протяженіи.» 

Это  доказательство,  какъ  уже  сказано  выше,  основано  на 
теоремѣ  о  равенствѣ  прямыхъ  угловъ;  сверхъ  того  въ  немъ 
предполагается,  что  уголъ  ЭСЕ  есть  конечный.  Но,  при  стро¬ 
гомъ  воззрѣніи  на  предметъ,  не  слѣдовало  бы  предупредить 
возраженіе,  что  этотъ  уголъ  ПСЕ  можетъ  быть  безконечно- 
малымъ,  подобно  углу,  составляемому  касательною  съ  кривою 
линіей.  И  дѣйствительно,  на  какомъ  основаніи  допускаемъ  мы, 
что  двѣ  прямыя,  въ  общей  пмъ  точкѣ,  не  могутъ  находиться 
точно  въ  такихъ  же  обстоятельствахъ,  одна  въ  разсужденіи 
другой,  какъ  двѣ  кривыя  линіи,  или  какъ  кривая  и  прямая, 
взапмпо-касателыіыя?  Чѣмъ  отличаемъ  мы,  въ  нашихъ  заклю¬ 
ченіяхъ,  прямую  СЕ  отъ  частей  кривыхъ,  каковы  напримѣръ 
С(і  или  СО',  которыя  имѣли  бы  въ  точкѣ  С  касательную  СІ)? 

Вотъ  вопросы,  которые,  безъ  сомнѣнія,  мы  имѣемъ  право 
предложить  себѣ.  Поэтому  намъ  п  кажется,  что  обыкновенныя 
доказательства  приводимой  теоремы  не  совсѣмъ  удовлетвори¬ 
тельны  со  стороны  строгости. 

Руководствуясь  предложеннымъ  выше  понятіемъ  о  свойствѣ 
прямой  линіи,  по  которому  она  не  можетъ  опредѣлить  именован¬ 
ной  длины,  мы  въ  состояніи  доказать  строгим!»  образомъ  пред¬ 
ложеніе,  о  которомъ  идетъ  рѣчь.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  пусть  бу¬ 
дутъ  АВ  и  1)Е  двѣ  прямыя,  пересѣкающіяся  въ  точкѣ  С.  Поло-  Фиг.  17. 
жимъ,  что  прямую  ПЕ, обращаемую  около  точкиС, отвели  въ  преж¬ 
ней  ея  плоскости  такъ,  что  она  получила  положеніе  1)'Е'. 

При  переходѣ  могло  случиться  одно  изъ  двухъ:  или  она  всѣ¬ 
ми  своими  точками  совмѣщалась  съ  АВ,  или  не  всѣми.  Первое 
предположеніе  ведетъ  прямо  къ  заключенію  о  справедливости 
теоремы,  и  поэтому  нечего  па  немъ  и  останавливаться.  Во 
торомъ  предположеніи  должно  допустить  существованіе  нѣ- 
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Фиг.  18. 


которых!»  точекъ  К, О...  общихъ  обѣимъ  прямымъ  АВ 

и  ИЕ.  Но  это  невозможно,  потому  что  тогда  бы  двѣ  прямыя 
АВ  и  І)Е,  противно  сказанному,  опредѣлили  именованную 
длину,  напримѣръ  СЕ,  предполагая,  что  точка  Е  есть  ближай¬ 
шая  къ  С.  Слѣдовательно,  двѣ  прямыя  могутъ  имѣть  или 
только  одну  общую  точку ,  или  всѣ. 

Окончимъ  эти  соображенія,  приложивъ  ихъ  еще  къ  другой, 
также  основной  теоріи  Геометріи,  именно  къ  свойствамъ  про¬ 
порціональныхъ  линій.  Положимъ,  что  данъ  уголъ  ВАС— а; 
сверхъ  того  допустимъ,  что  имѣемъ  еще  другой  уголъ  ЕВГ  —  ? 
съ  условіемъ,  что  сумма  “+/3  менѣе  двухъ  прямыхъ  у*  ловъ. 
Если,  чрезъ  произвольныя  точки  р,  р',  р" ...  прямой  АВ,  про¬ 
ведемъ  линіи  рт,  р'т',  р"т"...  такъ,  чтобы  углы  А  р  т, 
А  р'т',  А  р"т" ...  были  равны  Р,  то  эти  прямыя  рт,  р'т', 
р"т" ...  непремѣнно  пересѣкутъ  АС  въ  силу  Эвклидовой  И 
аксіомы,  которая  сама  есть  слѣдствіе  доказаннаго  выше  пред¬ 
ложенія  о  пересѣченіи  наклонной  съ  перпендикуляромъ.  Раз¬ 
смотримъ  теперь  отношенія: 


Ар 

рт 


Ар' 


Ар" 


р'т'  р"т" 

можетъ  случиться  одно  изъ  двухъ:  или  всѣ  эти  отношенія  бу¬ 
дутъ  равны  между  собою,  или  между  ними  найдутся  по  край¬ 
ней  мѣрѣ  два  различныя.  Первое  предположеніе  приводитъ  къ 
теоріи  пропорціональныхъ  линій,  которая  слѣдовательно  будетъ 
доказана,  если  покажемъ,  что  второе  предположеніе  невозмож¬ 
но.  Допустимъ  же,  что  два  изъ  приведенныхъ  отношеній, 

напримѣръ-—  и  — .  различны  между  собой;  тогда  получимъ 
1  ‘  рт  р’т 


1-и 

рт  р'т' 


разумѣя  подч»  $  число  отвлеченное,  отличное  отъ  нуля.  Если 
бы  это  равенство,  при  величинѣ  8  данной  напередъ,  и  выбран¬ 
ной  надлежащимъ  образомъ,  могло  состояться  нѣсколько  разъ, 
то  есть  для  нѣсколькихъ  системъ  параллельныхъ  линій,  како¬ 
вы  рт ,  р'т' ,  р"т" ...,  то  мы  приняли  бы  рт  п  р'т '  за  первую 
изъ  этихъ  системъ,  именно  за  ту,  для  которой  рт  и  р'т'  нан- 
ближе  отстоятъ  отъ  точки  А.  И  такъ,  въ  допущенномъ  пред¬ 
положеніи,  данныя  нашего  вопроса,  то  есть  два  прямолинейные 
угла  а  и  Р  съ  отвлеченнымъ  числомъ  8,  опредѣлили  бы  нѣкоторую 
длину  Ар,  чего  быть  не  можетъ.  Отсюда  должно  заключить, 


71 


что  второе  предположеніе  невозможно,  и  что  слѣдовательно  всѣ 
отношенія 

Ар  Ар'  Ар " 

Рт ’  р'т '*  р'’т" 

равны  между  собою,  въ  чемъ  и  состоитъ  отличительное  свой¬ 
ство  пропорціональныхъ  линій.  Предложенное  доказательство 
этой  теоріи  имѣетъ  ту  выгоду,  что  равно  приличествуетъ  какъ 
случаю  соизмѣримыхъ,  такъ  и  несоизмѣримыхъ  линій  между 
собой. 

Желающихъ  ближе  ознакомиться  съ  соображеніями  этого 
рода,  отсылаемъ  къ  нашимъ  Разсужденіямъ:  Сопзгдегаііопз  зиг 
Іез  дётопзігаііопз  ргіпсіраіез  де  Іа  ІІісогіс  дез  рагаііеіез  и  ІѴоцг>е//с 
Иіёогге  дез  рагаііеіез  (Мётоігез  <]<?.  ГАсайётіе  Ітрёгіаіе  йез  Зсіепсея 
сіе  81.  РёІегзЪочгд,  VI  8ёгіе,  8с.  МаіЬётаІщчея  еі  РЬувщиев,  Т.  IV), 
также  къ  запискѣ:  АТоІе  зиг  Іа  ійёогіе  дез  рагаііеіез  еі  зиг  д’аиігез 
роіпіз  ( опдатепіанх  де  іа  Оёотёігіе  ёіётепіаіге  (Виііеііп  рЬуз.— 
шаіЬёт.  Т.  IX,  №  4-). 


от  ДѢЛЪ  II. 


Прямолинейныя  фигуры  и  измѣреніе  прямыхъ  линій. 

6-  Изложивъ  свойства  пересѣкающихся  и  параллельныхъ 
линій,  Преподаватель  перейдетъ  къ  совокупленіямъ  на  плоско¬ 
сти  нѣсколькихъ  прямыхъ,  ограничивающихъ  нѣкоторое  про¬ 
странство.  Замѣтивъ,  что  для  полученія  ограниченнаго  или 
сомкнутаго  пространства  необходимо  имѣть  не  менѣе  трехъ 
прямыхъ  линій,  онъ  предложитъ  понятіе  о  треугольникѣ,  какъ 
о  простѣйшей  сомкнутой  Фигурѣ.  Треугольникъ  можно  опредѣ¬ 
лить  совокупленіемъ  трехъ  пересѣкающихся  прямыхъ,  огра¬ 
ниченныхъ  при  точкахъ  встрѣчи  (*).  Далѣе  слѣдуетъ  объ- 


(*)  Мы  опредѣлили  треугольникъ  пе  частію  плоскости,  ограниченною  тре¬ 
мя  прямыми  линіями,  чтобы  не  вводить  безъ  попсой  надобности  понятія  о 
площадяхъ  въ  изслѣдованія,  относящіяся  единственно  къ  взаимному  поло¬ 
женію  прямыхъ.  То  же  самое  должно  разумѣть  и  о  многоугольникахъ 
вообще. 
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яснить  смыслъ  названій:  сторона  или  бокъ,  основаніе,  высо¬ 
та,  вершина,  углы,  и  указать  на  шесть  составныхъ  элемен¬ 
товъ  или  частей  всякаго  треугольника.  За  симъ  уже  Препо¬ 
даватель  приступитъ  къ  разсмотрѣнію  треугольниковъ,  1-е,  въ 
отношеніи  ихъ  сторонъ,  2-е,  въ  отношеніи  угловъ  и  3-е,  отно¬ 
сительно  взаимнаго  вліянія  сторонъ  на  углы. 

Треугольники,  разсматриваемые  въ  отношеніи  ихъ 

сторонъ. 

Каждая  сторона  треугольника  менѣе  суммы  двухъ  дру¬ 
гихъ  (*). 

Этому  условію  удовлетворяетъ  треугольникъ,  имѣющій  всѣ 
три  стороны  равныя,  который  поэтому  и  называется  равно¬ 
стороннимъ.  Когда  двѣ  стороны  треугольника  равны,  и  каж¬ 
дая  изъ  нихъ  болѣе  половины  третей,  то  условіе  также  удо¬ 
влетворяется;  такой  треугольникъ  называется  равнобедреннымъ. 
Наконецъ,  когда  всѣ  три  стороны  различны  между  собою,  то 
треугольникъ  называется  разностороннимъ. 

Сумма  разстояніи  всякой  точки,  взятой  внутри  треу- 
Пред.і.  зі.  гольника,  отъ  концовъ  какой  ни  есть  стороны,  меньше  сум¬ 
мы  двухъ  прочихъ  его  сторонъ.  (Смот.  Предл.  /4). 

Треугольники,  разсматриваемые  въ  отношеніи  ихъ 

угловъ. 

Сумма  трехъ  угловъ  треугольника  равна  двумъ  прямымъ 

ІІрсд.і.  32. 

угламъ. 


(•)  Обратиое  предложеніе,  іілепио,  что  три  прямые,  изъ  которыхъ  каж¬ 
дая  менѣе  суммы  остальныхъ-  Олухъ,  могутъ  всегда  составить  треуголь¬ 
никъ.  локадыііаетси  на  основаніи  гпоііетін.  круга. 
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Можно  предложить  первое  изъ  доказательствъ,  помѣщенныхъ 
въ  Общихъ  Замѣчаніяхъ  (№  VII). 

Слѣдствіе.  Когда  два  угла  треугольника  даны,  то  третій 
опредѣлится  отнявъ  сумму'  ихъ  отъ  двухъ  прямыхъ  угловъ. 

Раздѣленіе  треугольниковъ  на  прямоугольные,  остроуголь¬ 
ные  и  тупоугольные. 

Объясненіе  названій  гипотенуза  и  катеты.  Внутренніе  и 
внѣшніе  углы  треугольника. 

Сумма  внѣшнихъ  угловъ  треугольника  равна  четыремъ  пря¬ 
мымъ. 

Треугольники,  разсматриваемые  относительно  вза¬ 
имнаго  вліянія  сторонъ  на  углы. 


Равнымъ  сторонамъ  треугольника  противолежатъ  равные 
углы,  а  большей  сторонѣ  противолежитъ  большій  уголъ.  II  црсд.,.  зз. 
обратно:  равнымъ  угламъ  противолежатъ  равныя  стороны,  а 
большему  углу  противолежитъ  большая  сторона. 

Эти  свойства  треугольниковъ  слѣдуютъ  непосредственно  изъ 
предложеній  15  и  16. 

Слѣдствія,  проистекающія  изъ  предложенія  33  въ  отноше¬ 
ніи  къ  треугольникамъ:  равностороннимъ,  равнобедреннымъ, 
прямоугольнымъ,  разностороннимъ  и  тупоугольнымъ. 

За  симъ  слѣдуетъ  перейти  къ  разсмотрѣнію  случаевъ,  въ 
которыхъ  треугольникъ  опредѣляется  совершенно.  II  во  пер¬ 
выхъ,  Преподаватель  замѣтитъ,  основываясь  на  способѣ  на¬ 
ложенія,  что  когда  всѣ  шесть  элементовъ  одного  треугольника 
соотвѣтственно  равны  шести  элементамъ  другаго ,  то  два  тре¬ 
угольника  равны  между  собою.  Послѣ  того  онъ  покажетъ,  что 
при  удовлетвореніи  нѣкоторыхъ  изъ  этихъ  условій,  другія  са¬ 
ми  собой  выполняются,  и  что  вообще  равенство  трехъ  изъ 

ю 
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Предл.  34. 
Предл.  33. 

Нрсдл.  30. 

ІІрсдд.  37. 

Фиг.  19. 


Фиг.  20. 


этихъ  шести  частей,  влечетъ  за  собою  и  равенство  трехъ 
остальныхъ.  Вотъ  порядокъ,  въ  которомъ  разборъ  различныхъ 
случаевъ  можетъ  быть  представленъ: 

Треугольникъ  опредѣляется  тремя  сторонами. 

Треугольникъ  опредѣляется  двумя  сторонами  и  угломъ, 
между  ними  заключающимся. 

Треугольникъ  опредѣляется  одною  стороною  и  прилежи - 
щими  къ  ней  двумя  углами. 

Двѣ  стороны  и  лежащій  противъ  меньшей  стороны  уголъ 
опредѣляютъ  два  различные  треугольника. 

Приводимъ  доказательства  этихъ  четырехъ  предложеній. 

Предложеніе  34*.  Пусть  данный  треугольникъ  будетъ  АВС; 
требуется  доказать,  что  но  тремъ  его  сторонамъ  АВ,  АС  и 
ВС,  нельзя  построить  другаго  треугольника  АВС',  отличнаго 
отъ  АВС.  Показавъ  обыкновеннымъ  образомъ,  что  точка  С'  не 
можетъ  находиться  ни  на  сторонѣ  ВС,  между  В  и  С,  ни  вну¬ 
три  треугольника  АВС,  разсуждаемъ  слѣдующимъ  образомъ: 
соединивъ  С  съ  С'  прямою  СС',  получатся  два  равнобедрен¬ 
ные  треугольника  САС'  и  СВС',  въ  которыхъ  АС'— АС  и 
ВС'=ВС;  въ  силу  же  предложенія  15,  будетъ 

уг.  АСС'=уг.  АС'С,  уг.  ВСС'=уг.  ВС  'С; 
но  какъ  уг.  АСС'  >  уг.  ВСС',  то  и  найдется 
уг.  АС'С  >  уг.  ВС'С, 

что  невозможно.  Отсюда  заключаемъ,  что  точка  С'  должна 
совпадать  съ  С,  ибо  она  не  можетъ  находиться  ни  на  прямой 
ВС,  между  В  и  С,  ни  внутри,  ни  внѣ  треугольника  АВС. 
II  такъ,  прямая  АС'  совмѣстится  съ  АС,  а  ВС'  съ  ВС,  по¬ 
чему  всѣ  шесть  элементовъ  треугольника  АВС'  будутъ  со¬ 
отвѣтственно  равны  шести  элементамъ  треугольника  АВС. 

Предложеніе  35.  Пусть  будетъ  АВС  треугольникъ,  въ 
которомъ  даны  двѣ  стороны  АВ,  АС  и  уголъ  ВАС.  Провожу 
СВ'— АВ  подъ  угломъ  В'СА,  равнымъ  углу  ВАС,  и  соединяю 
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точку  В'  съ  А;  прямая  СВ'  будетъ  параллельна  АВ.  Легко 
видѣть,  что  и  линія  А  В'  будетъ  параллельна  ВС;  дѣйстви¬ 
тельно,  въ  противномъ  случаѣ,  проведя  чрезъ  А  параллельную 
къ  ВС,  получилась  бы  прямая,  отличная  отъ  АВ',  напримѣръ 
АО  или  АО',  чего  не  можетъ  быть,  потому,  что  части  БС  и 
АВ,  или  О'С  и  АВ,  заключающіяся  между  параллельными,  не 
были  бы  равны  между  собою.  II  такъ,  АВ'  параллельна  къ 
ВС,  а  слѣдовательно  АВ'=ВС.  Такимъ  образомъ  доказано,  что 
всѣ  три  стороны  треугольника  АВ'С  равны  соотвѣтственнымъ 
сторонамъ  треугольника  АВС,  а  отсюда  слѣдуетъ,  что  раз 
сматриваемые  два  треугольника  равны  между  собою  ( Прсдло - 

Предложеніе  36.  Пусть  будетъ  АВС  треугольникъ,  въ  Фиг. 
которомъ  дана  сторона  АВ  и  прилежащіе  углы  ВАС=а  и 
АВС  =  6.  Проводимъ  ВС'  подъ  угломъ  а  съ  В  А  и  АС'  подъ 
угломъ  Ь  съ  АВ.  Такъ  какъ  прямыя  ВС'  и  АС'  будутъ  соот¬ 
вѣтственно  параллельны  АС  и  СВ  ( Предложеніе  26),  то  и  по¬ 
лучимъ  ВС'  =  АС  и  АС'  —  ВС,  изъ  чего  заключаемъ,  что 
стороны  новаго  треугольника  соотвѣтственно  равны  сторонамъ 
стараго,  и  что  слѣдовательно  оба  равны  между  собою  ( Пред¬ 
ложеніе  34). 

Предложеніе  37.  Положижъ,  что  АВС  изображаетъ  тре-  Фиг- 
угольникъ,  въ  которомъ  дамы  двѣ  стороны  АВ  и  ВС,  и  пусть 
ВС  будетъ  меньшая  изъ  нихъ;  сверхъ  того  данъ  уголъ  ВАС, 
противолежащій  меньшей  сторонѣ  ВС.  Опустимъ  на  сторону 
АС,  если  нужно  продолженную,  перпендикуляръ  ВО,  и  отло¬ 
жимъ  отъ  точки  Б  линію  БЕ— СО;  окажется,  что  наклонная 
ВЕ=ВС  ( Предложеніе  Іо).  Слѣдовательно,  согласно  съ  тѣмъ, 
что  имѣемъ  въ  виду  доказать,  существуютъ  два  различные 
треугольника  АВС  и  АВЕ,  имѣющіе  стороны  АВ  и  СВ  соот¬ 
вѣтственно  равныя  сторонамъ  А  В  и  ВЕ,  а  также  общій  уголъ 
ВАС,  противолежащій  меньшей  сторонѣ  изъ  двухъ  данныхъ. 
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С.іѣдст.  38. 


Фиг.  2,2. 


При  томъ  очевидно,  что  для  настоящихъ  данныхъ  не  можетъ 
существовать  болѣе  двухъ  различныхъ  треугольниковъ;  дѣй¬ 
ствительно,  мы  знаемъ,  что  йзъ  точки  В  нельзя  провести  къ 
линіи  АЕ  болѣе  двухъ  равныхъ  наклонныхъ  ( Слѣдствіе  11). 

Сдѣланный  разборъ  приводитъ  къ  заключенію,  что  сторона 
и  двѣ  какія  ни  есть  изъ  остальныхъ  частей  треугольника, 
вполнѣ  опредѣляютъ  его,  за  исключеніемъ  того  только  слу¬ 
чая,  когда  даны  двѣ  стороны  и  уголъ,  лежащій  противъ 
меньшей  стороны;  въ  послѣднемъ  случаѣ,  какъ  уже  видѣли 
выше,  получатся  два  треугольника,  вмѣсто  одного.  Можно 
также  замѣтить,  что  когда  треугольникъ  опредѣляется  тремя 
какими  ни  есть  частями,  то  онъ  опредѣляется  и  осталь¬ 
ными  тремя,  исключая  случай  трехъ  сторонъ.  Въ  послѣднемъ 
предположеніи,  остальныя  части  будутъ  три  угла ,  которые  не 
могутъ  опредѣлить  треугольника,  а  принадлежатъ  безчислен¬ 
ному  множеству  треугольниковъ,  различныхъ  по  своей  вели¬ 
чинѣ. 

Изъ  предложенія  37  выводится  слѣдствіе: 

Прямоугольный  треугольникъ  Опредѣляется  гипотенузой  и 
однимъ  катетомъ. 

Дѣйствительно,  такъ  какъ  въ  настоящемъ  случаѣ  меньшая 
сторона  разсматриваемаго  треугольника  есть  ВІ),  то  двухъ 
наклонныхъ  ВС  и  ВЕ  не  будетъ,  а  останется  одинъ  только 
перпендикуляръ  ВО,  и  слѣдовательно  третья  сторона  А  И 
вполнѣ  опредѣлится. 

Признаки  равенства  треугольниковъ  суть  непосредственныя 
слѣдствія  доказанныхъ  сей-часъ  предложеній. 

7.  Всякое  совокупленіе  прямыхъ  на  плоскости,  ограничи¬ 
вающихъ  нѣкоторое  пространство,  называется  многоуголь¬ 
никомъ. 

Раздѣленіе  многоугольниковъ  по  числу  сторонъ  или  угловъ 
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на  треугольники ,  о  которыхъ  уже  говорено,  четыре  угольники; 
пятиугольники  и  проч. 

Различіе  между  многоугольниками  съ  углами  исходящими  и 
входящими.  Въ  Геометріи  разсматриваются  преимущественно 
первые. 

Діагональю  четыреугольннка,  пятиугольника  и  проч.  назы¬ 
вается  прямая  линія,  соединяющая  вершины  двухъ  не  смеж¬ 
ныхъ  угловъ  многоугольника. 

Каждая  сторона  многоугольника  менѣе  суммы  остальныхъ 
его  сторонъ. 

Сумма  внутреннихъ  угловъ  многоугольника  равна  двумъ 
прямымъ  угламъ  столько  раза  взятымъ,  сколько  въ  много¬ 
угольникѣ  сторонъ  безъ  двухъ. 

Сумма  внѣшнихъ  угловъ  многоугольника  равна  двумъ  пря¬ 
мымъ  угламъ,  уможеннымъ  на  число  сторонъ  многоугольника, 
увеличенное  двумя  единицами. 

Сумма  внѣшнихъ  угловъ  многоугольника,  происход яіцихъ 
отъ  продолженія  его  боковъ  въ  одну  сторону ,  равна  четы¬ 
ремъ  прямымъ  угламъ. 

Послѣ  этихъ  общихъ  понятій  о  многоугольникахъ,  Препода¬ 
ватель  разсмотритъ  въ  частности  какой  ни  есть  четыреу голь- 
никъ,  и  укажетъ  на  разные  его  виды,  именно  на  трапецію, 
параллелограмъ,  ромбъ,  прямоугольникъ  и  квадратъ.  Объ¬ 
яснивъ,  на  основаніи  теоріи  параллельныхъ  линіи,  свойства 
угловъ  и  сторонъ  послѣднихъ  четырехъ  Фигуръ,  онъ  докажетъ, 
посредствомъ  наложенія,  случаи  ихъ  равенства.  Что  касается 
до  равенства  діагоналей  въ  прямоугольникѣ  и  квадратѣ,  а 
равно  свойство  этихъ  линій,  по  которому  онѣ  взаимно  дѣлят¬ 
ся  на  равныя  части  въ  упоминаемыхъ  четырехъ  Фигурахъ,  то 
всѣ  эти  предложенія  выводятъ  очень  просто  изъ  признаковъ 
равенство  треугольниковъ.  Другія  же  свойства  четыреу  голь- 
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никовъ  будутъ  разсмотрѣны  въ  свое  время  по  указанію  Кон¬ 
спекта. 

8.  Разсмотрѣвъ  главныя  соединенія  прямыхъ  линій,  слѣ¬ 
дуетъ  перейти  къ  ихъ  измѣренію.  Уже  выше  представлялись 
случаи  говорить  о  линіяхъ  равныхъ  и  неравныхъ.  Но,  при  не¬ 
равенствѣ  прямыхъ,  мы  не  могли  еще  опредѣлить,  во  сколько 
разъ  одна  изъ  нихъ  болѣе  или  менѣе  другой.  Займемся  же 
теперь  рѣшеніемъ  этого  вопроса. 

Всякій  знаетъ,  что  для  измѣренія  протяженія  въ  длину 
или  линіи,  берутъ  единичную  мѣру  длины ,  напримѣръ 
аршинъ ,  и  накладываютъ  его  на  измѣряемую  длину  до  тѣхъ 
поръ,  пока  оиъ  не  уляжется  ровное  число  разъ,  или  ровное 
число  разъ  съ  остаткомъ,  меньшимъ  аршина.  Въ  послѣднемъ 
случаѣ  длину  остатка  опредѣляютъ  числомъ  вершковъ,  или 
даже  вершками  съ  дробными  ею  частями,  о  которыхъ,  чаще 
всего,  судятъ  на  глазомѣръ.  Но  числу  произведенныхъ  нало¬ 
женій  узнаютъ  длину  измѣряемой  линіи. 

Положимъ  теперь,  что  даны  двѣ  линіи,  и  требуется  найти, 
во  сколько  разъ  одна  изъ  нихъ  больше  другой,  или,  иначе, 
ищется  отношеніе  большей  линіи  къ  меньшей. 

Для  рѣшенія  этого  вопроса  измѣримъ  обѣ  линіи,  упо¬ 
требляя  на  то  одну  и  ту  же  единичную  длину,  напримѣръ 
сажень,  аршинъ,  футъ  и  проч.  Частное,  происшедшее  отъ 
раздѣленія  большаго  изъ  найденныхъ  чиселъ  на  меньшее, 
изобразитъ  искомое  отношеніе.  Наглядные  примѣры  объяснятъ 
вполнѣ  это  правило. 

За  симъ  Преподаватель  замѣтитъ,  что  рѣшеніе  предыду¬ 
щаго  вопроса  должно  быть  совершенно  независимо  отъ  упо¬ 
требляемой  единичной  мѣры.  Будемъ  ли  мѣрить  каждую  изъ 
двухъ  линій  саженью,  аршиномъ  или  футомъ,  о і  ношеніе  боль¬ 
шей  къ  меньшей  чрезъ  это  не  перемѣнится.  II  такъ,  по  дан¬ 
нымъ  двумъ  прямымъ,  взаимное  ихъ  отношеніе  должно  опрс- 
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дѣлиться  независимо  отъ  всякой  вспомогательной  единичной 
длины.  Рѣшимъ  же  на  такомъ  основаніи  слѣдующій  вопросъ: 

Найти  общую  наибольшую  мѣру  двухъ  данныхъ  прямыхъ,  Зада1|а  4() 
а  также  численное  ихъ  отношеніе. 

Замѣтивъ  воспитанникамъ,  что  рѣшеніе  этого  вопроса  осно¬ 
вано  на  способѣ  опредѣленія  общаго  наибольшаго  дѣлителя 
двухъ  чиселъ,  и  напомнивъ  вкратцѣ  этотъ  пріёмъ,  Препода¬ 
ватель  объяснитъ  механизмъ  производимаго  дѣйствія  обыкно¬ 
веннымъ  образомъ,  а  именно: 

Меньшая  линія  накладывается  на  большую  возможное  чи¬ 
сло  разъ.  Если,  при  послѣднемъ  наложеніи,  нс  получится 
никакого  остатка,  то  меньшая  линія  будетъ  наибольшею 
общею  мѣрою  обѣихъ  прямыхъ.  Когда  же  произойдетъ  оста¬ 
токъ,  то  накладываютъ  его  на  меньшую  изъ  данныхъ  двухъ 
линій,  пока  такое  наложеніе  возможно:  дѣйствіе  кончится, 
если  не  будетъ  второго  остатка;  въ  такомъ  случаѣ  первый 
остатокъ  изобразитъ  искомую  общую  наибольшую  мѣру.  При 
суіцествованги  второго  остатка,  надлежитъ  поступать  съ 
нимъ,  какъ  объяснено  выше,  то  есть  накладывать  его  на 
первый,  и  продолжать  дѣйствіе  въ  означенномъ  порядкѣ  до 
тѣхъ  поръ,  пока  не  будетъ  никакого  остатка. 

Послѣ  этого  очень  легко  найти  и  численное  отношеніе  дан¬ 
ныхъ  двухъ  линій  А  и  В.  Положимъ,  что  А  >  В,  и  что  по 
наложеніи  оказалось 

А  =  3  В  +  С, 

гдѣ  С  означаетъ  первый  остатокъ.  Пусть  также 
В  і=  2  С  +  1), 

разумѣя  подъ  В  второй  остатокъ.  Примемъ,  что  Б  помѣ¬ 
стился  ровно  5  разъ  въ  С;  тогда  будетъ 

С  =  5  В, 

почему  третій  остатокъ  не  существуетъ.  Линія  В,  по  ска¬ 
занному  выше,  будетъ  обш,ею  наибольшею  мѣрою  между  дву- 
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мя  данными  линіями  А  и  В.  Отношеніе  же  ихъ  —  опре¬ 
дѣлится  очень  просто:  дѣйствительно  получимъ 

В  =  2Х5В  +  ,)=ИВ 

А  =  3  X  11  Б  +  5  0='38  О; 

поэтому  линія  А  состоитъ  изъ  38  частей  Ю,  а  В  изъ  11  точ- 

.  л 

но  такихъ  же  частей.  Слѣдовательно,  отношеніе—  равно  отно- 

38 

шеи ію  двухъ  цѣлыхъ  чиселъ  38  къ  11,  и  будетъ  — . 

Необходимо  замѣтить  воспитанникамъ,  что  показанное  выше 
дѣйствіе  для  опредѣленія  общей  наибольшей  мѣры  между  дву¬ 
мя  линіями,  можетъ  продолжиться  неопредѣленно,  такъ  что 
ни  одинъ  изъ  опредѣляемыхъ  послѣдовательно  остатковъ,  не 
будетъ  заключаться  цѣлое  число  разъ  въ  предъи душемъ.  Ко¬ 
нечно,  при  графическомъ  рѣшеніи  задачи,  можно  остановиться 
на  такомъ  остаткѣ,  послѣ  котораго  новый,  по  малости  своей,  ( 
ускользаетъ  отъ  измѣренія;  тогда  получится  очень  приближен¬ 
но  и  общая  наибольшая  мѣра ,  вообще  весьма  малая,  а  так¬ 
же  и  искомое  отношеніе  двухъ  линій.  Но,  въ  строгомъ  смы¬ 
слѣ,  ни  общая  наибольшая  мѣра,  ни  отношеніе  линій,  не  мо¬ 
гутъ  быть  опредѣлены.  Въ  такомъ  случаѣ  говоримъ,  что  дан¬ 
ныя  двѣ  линіи  несоизмѣримы  между  собой,  то  есть  не  допу¬ 
скаютъ  общей  мѣры,  въ  противоположность  линіямъ,  взаимно 
соизмѣримымъ ,  или  имѣющимъ  общую  мЬру. 

Отношеніе  двухъ  несоизмѣримыхъ  линій  будетъ  число  несо¬ 
измѣримое,  именно  такое,  которое  не  можетъ  быть  выражено 
ни  цѣлымъ  числомъ,  ни  дробнымъ  въ  смыслѣ  ариѳметическомъ. 
Очень  не  трудно  удостовѣриться  въ  существованіи  подобныхъ 
чиселъ.  Для  этого  припомнимъ  нѣкоторыя  свойства  обыкновен¬ 
ныхъ  и  десятичныхъ  дробей.  Въ  Ариѳметикѣ  доказываютъ, 
что  всякая  обыкновенная  дробь  можетъ  быть  выражена  или 
конечною  десятичною  дробью,  или  безконечною  періодическою. 
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Отсюда  заключаемъ,  что  безконечная  десятичная  дробь,  не 
періодическая,  нс  можетъ  быть  выражена  обыкновенною 
дробью,  ибо,  въ  противномъ  случаѣ,  одно  и  то  же  дробное 
число  выражалось  бы  двумя  различными  десятичными  дробя¬ 
ми,  что  очевидно  невозможно.  И  такъ,  остается  только  пока¬ 
зать,  что  дѣйствительно  существуютъ  безконечныя  десятичныя 
дроби  не  періодическія.  Такихъ  дробей  безчисленное  множе¬ 
ство:  въ  самомъ  дѣлѣ,  мы  можемъ  вообразить,  что  послѣдо¬ 
вательныя  десятичныя  цифры  пишутся  безъ  всякаго  порядка,  или 
даже  въ  нѣкоторомъ  порядкѣ,  но  не  періодическомъ,  какъ  напр. 
въ  дроби  0,101001000100001 .  продолженной  въ  безконеч¬ 

ность;  въ  ней,  послѣ  каждой  единицы,  прибавляется  по  одно¬ 
му  нулю.  Вотъ  еще  другіе  примѣры: 

2.313113111311113.. .. 

0,012001200012000012... 

5.1223331122333111223331111.. .., 

въ  которыхъ  послѣдовательность  цифръ  легко  усматри¬ 
вается. 


г 
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ВТОРОЙ  ГОДЪ 


ОТДѢЛЪ  іи. 

О  круговой  линіи.  Измѣреніе  угловъ. 

1.  Преподаватель  начнетъ  курсъ  2-го  года  повтореніемъ 
двухъ  Отдѣловъ  Геометріи,  изложенныхъ  въ  1-мъ  году.  При 
такомъ  повтореніи,  имѣющимъ  цѣлію  освѣжить  пройденное  въ 
памяти  воспитанниковъ,  онъ  ограничится  обозрѣніемъ  главныхъ 
предложеній,  не  останавливаясь  на  ихъ  доказательствахъ.  По¬ 
слѣ  того  напомнивъ,  что  изъ  кривыхъ  линій,  въ  Начальной 
Геометріи  разсматриваютъ  только  одну  круговую,  о  которой 
всякій  имѣетъ  наглядное  понятіе,  онъ  перейдетъ  къ  изслѣдо¬ 
ванію  свойствъ  круга  въ  слѣдующемъ  порядкѣ: 

Круговою  линіею  или  кругомъ  называемся  такая  кривая,  ко¬ 
торой  всѣ  точки  лежатъ  на  одной  плоскости,  и  равно  удалены  Опред.  41. 
отъ  нѣкоторой  опредѣленной  точки. 

Когда  эта  опредѣленная  точка  находится  въ  плоскости  кру¬ 
говой  линіи,  то  называется  ея  центромъ. 

Круговую  линію  называютъ  также  окружностію  круга ,  или 
просто  окружностію.  Подъ  кругомъ  въ  Іеометріи  разумѣютъ 
собственно  пространство,  ограниченное  круговою  линіею. 
Впрочемъ,  нерѣдко  кругъ  принимается  и  въ  смыслѣ  круговой 
линіи. 

Потомъ  слѣдуетъ  объяснить  названія:  радіусъ  или  полупопе- 
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речникъ,  діаметръ  или  поперечникъ,  дуга,  хорда,  секторъ, 
'сегментъ,  а  также  указать  на  употребленіе  обыкновеннаго  цир¬ 
куля  для  черченія  дугъ  и  полныхъ  окружностей. 

Изъ  опредѣленія  круговой  линіи  непосредственно  заклю¬ 
чаемъ,  что  окружности ,  описанныя  въ  одной  и  той  же  пло¬ 
скости  равными  радіусами ,  по  совмѣщеніи  ихъ  центровъ, 
сами  совмѣщаются. 

Дальнѣйшія  свойства  круговой  линіи  могутъ  быть  предло¬ 
жены  въ  слѣдующемъ  порядкѣ: 

Въ  одномъ  кругѣ,  или  въ  равныхъ  кругахъ,  равнымъ  ду- 

Предл.  42. 

гамъ  соотвѣтствуютъ  равныя  хорды,  и  обратно. 

Въ  одномъ  и  томъ  же  кругѣ,  или  въ  равныхъ  кругахъ,  боль¬ 
шей  дугѣ  соотвѣтствуетъ  большая  хорда,  и  обратно. 

Діаметръ  есть  наибольшая  хорда  въ  кругѣ,  и  раздѣляетъ 

Ііім.мл.  42. 

1  его  пополамъ. 

Въ  Предложеніяхъ  4-2  и  4-3  предполагается,  что  разсма¬ 
триваемыя  дуги  менѣе  полуокружности. 

Равныя  хорды  равно  удалены  отъ  центра  окружности,  а 
Иредл.  43.  мзв  неравныхъ  хордъ,  меньшая  удалена  болѣе. 

2.  Радіусъ,  перпендикулярный  къ  хордѣ,  раздѣляетъ  какъ 
Пред.».  46.  хорду,  такъ  и  соотвѣтствующую  ей  дугу,  на  двѣ  равныя 
части. 

Слѣдствіе.  Перпендикуляръ,  возставленный  изъ  средины, 
хорды,  всегда  пройдетъ  чрезъ  центръ  круга,  и  раздѣлитъ  по¬ 
поламъ  дугу,  соотвѣтствующую  этой  хордѣ. 

Три  точки,  не  лежащія  па  одной  прямой,  совершенно 
Иредл.  47-  опредѣляютъ  окружность,  и  при  томъ  только  одну. 

5.  Прямая  линія  пересѣкаетъ  окружность  только  въ 
Нродл.  48.  двуХъ  точкахъ. 

Прямая,  пересѣкающая  кругъ  въ  двухъ  точкахъ,  называется 
сѣкущею . 

Вслѣдъ  за  этимъ  предложеніемъ  Преподаватель  разсмотритъ 
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Предл.  49. 


вопросъ,  можетъ  ли  прямая  имѣть  только  одну  точку ,  общую 
съ  круговою  линіею.  Доказавъ  обыкновеннымъ  образомъ,  что 
перпендикуляръ,  возставленный  изъ  конца  радіуса,  имѣетъ  съ 
окружностію  только  одну  общую  точку ,  онъ  назоветъ  этотъ 
перпендикуляръ  касательною  къ  окружности,  а  точку  общую — 
конецъ  радіуса,  —  точкою  касанія.  Отсюда  предложеніе 

Перпендикуляръ,  возставленный  изъ  конца  радіуса,  есть 
линія  касательная  къ  кругу. 

Послѣ  этого  Предложенія  легко  уже  разсмотрѣть  всѣ  три 
случая,  представляющіеся  при  доказательствѣ  слѣдующей  тео¬ 
ремы  : 

Дуги  одного  и  того  же  крхуга,  заключающіяся  между  па¬ 
раллельными  линіями,  равны  между  собою;  и  обратно:  двѣ  нредл.  зо. 
линіи  взаимно  параллельны,  когда  отсѣкаютъ  равныя  дуги 
на  одной  и  той  же  окружности. 

4.  Теоремы,  относящіяся  къ  пересѣченію  и  касанію  двухъ 
окружностей,  должны  быть  изложены  въ  слѣдующемъ  порядкѣ:  • 

Двѣ  окружности  пересѣкаются  не  болѣе  какъ  въ  двухъ  ^  ^  ^ 

точкахъ. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  еслибъ  двѣ  окружности  имѣли  хотя  три 
точки  общія,  то,  въ  силу  Предложенія  47,  онѣ  не  отлича¬ 
лись  бы  одна  отъ  другой. 

Прямая,  соединяющая  центры  двухъ  пересѣкающихся 
окружностей,  перпендикулярна  къ  общей  ихъ  хордѣ,  и  раз-  Прсдл‘  32 ' 
дѣлястъ  сё  пополамъ. 

Прямая,  соединяющая  центры  двухъ  взаимно  касатель- 
тельныхъ  круговъ,  проходитъ  чрезъ  точку  касанія. 

Слѣдствіе.  Разстояніе  центровъ  двухъ  касательныхъ 
окружностей  равно  суммѣ  или  разности  ихъ  радіусовъ,  смо¬ 
тря  по  тому,  будутъ  ли  оба  крхуга  касаться  одинъ  другаго 
внѣшними  частями,  или  одинъ  внѣшнею,  а  другой  наружною. 

Для  пересѣченія  двухъ  окружностей  необходимо,  и  при 


Предл.  53. 
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ііред.і.  54.  томъ  достаточно ,  чтобы  разстояніе  между  ихъ  центрами 
было  меньше  суммы  двухъ  радіусовъ,  а  больше  ихъ  разности. 

Доказывая  эти  предложенія,  Преподаватель  обратитъ  внима¬ 
ніе  и  на  обратныя,  не  представляющія  ни  малѣйшаго  за¬ 
трудненія. 

5.  Послѣ  сказаннаго  объ  окружности,  понятіе  объ  углѣ, 
предложенное  въ  №  2  (Опр.  9),  можетъ  быть  дополнено  из¬ 
ложеніемъ  способа,  посредствомъ  котораго  углы  сравниваются 
между  собою ,  а  слѣдовательно  и  измѣряются.  Условясь  въ 
названіи  уголъ  при  центрѣ ,  Преподаватель  докажетъ,  что 
въ  одномъ  и  томъ  оке  кругѣ,  или  въ  равныхъ  окружностяхъ, 
углы  при  центрѣ  равны,  когда  мсоісду  ихъ  сторонами  заклю¬ 
чаются  равныя  дуги;  и  обратно:  когда  дуги  равны,  то  и 
углы  при  центрѣ  равны.  Потомъ  онъ  предложитъ  теорему, 
на  которой  основано  сравненіе  угловъ,  именно: 

Въ  одномъ  кругѣ,  или  въ  равныхъ  окружностяхъ,  углы  при 
Нредл.  55.  центрѣ  соотвѣтственно  пропорціональны  дугамъ,  заключаю¬ 
щимся  между  ихъ  сторонами. 

Преподаватель  докажетъ  это  Предложеніе  сперва  для  того 
случая,  когда  дуги  соизмѣримы  между  собою,  соображаясь 
съ  пріёмомъ,  употребленнымъ  въ  №  8  (Отдѣлъ  II)  для  двухъ 
прямыхъ  линій.  При  употребленіи  упоминаемаго  способа,  онъ 
замѣтитъ,  что  для  сравненія  дугъ  нѣтъ  никакой  надобности 
спрямлять  ихъ  предварительно;  цѣль  достигаете  ^разсматрива¬ 
ніемъ  хордъ,  когда  примемъ  въ  соображеніе,  что  равнымъ  дугамъ 
соотвѣтствуютъ  и  равныя  хорды  (ІІредл.  42).  Потомъ  онъ  пе¬ 
рейдетъ  къ  предположенію  двухъ  дугъ  несоизмѣримыхъ,  руко¬ 
водствуясь  извѣстнымъ  способомъ  приведенія  къ  противорѣчію , 
который  обыкновенно  употребляется,  когда  имѣютъ  въ  виду 
распространить  на  общій  случай  предложенія,  доказанныя 
только  для  величинъ  соизмѣримыхъ. 

Теперь  легко  условиться  въ  томъ,  какимъ  образомъ  измѣ- 


87 


р лютея  углы.  Такъ  какъ  подъ  измѣреніемъ  какой  пи  есть 
величины  должно  разумѣть  опредѣленіе  ея  отношенія  къ 
другоіі,  одного  съ  нею  рода,  и  принимаемой  за  единицу,  то 
и  здѣсь  слѣдовало  бы  принять  нѣкоторый  уголъ  за  единицу, 
и  сравнивать  съ  нимъ  другіе,  данные  углы.  Всего  естествен¬ 
нѣе  было  бы  принять  прямой  уголъ  за  угловую  единицу.  Въ 
такомъ  случаѣ  всѣ  острые  углы  выражались  бы  числами,  за¬ 
ключающимися  между  0  и  I,  а  тупые,  между  1  и  2.  Но, 
основываясь  на  Пред.і.  55,  нашли  болѣе  удобнымъ  ввести  въ 
измѣреніе  угловъ  понятіе  объ  окружности.  Въ  этомъ  смыслѣ  и 
говорятъ,  что  уголъ  при  окружности  измѣряется  дугою,  за¬ 
ключающеюся  между  его  сторонами.  Дѣйствительно,  такъ  какъ 
уголъ  увеличивается  или  уменьшается  въ  одномъ  и  томъ  же 
отношеніи  какъ  и  соотвѣтственная  ему  дуга,  описанная  од¬ 
нимъ  радіусомъ,  то  можно,  по  величинѣ  дуги,  судить  и  о  ве¬ 
личинѣ  угла.  Но,  при  такомъ  измѣреніи  угловъ,  надобно  на¬ 
блюдать,  чтобы  дуги,  служащія  имъ  мѣрою,  были  описаны 
однимъ  и  тѣмъ  же  радіусомъ,  который  и  согласились  прини¬ 
мать  за  единицу;  поэтому,  при  радіусѣ  равномъ  единицѣ, 
углы  равны  соотвѣтственнымъ  дугамъ. 

За  симъ  Преподаватель  скажетъ,  что  для  удобства  въ  прак¬ 
тикѣ,  давно  уже  согласились  раздѣлять  полную  окружность  на 
360  равныхъ  частей,  названныхъ  градусами,  (  °  ),  градусъ  на 
60  минутъ  ('),  минуту  на  60  секундъ  (")  и  такъ  далѣе. 
Здѣсь  кстати  объяснить  употребленіе  транспортира.  На 
десятичномъ  дѣленіи  прямаго  угла  по  Французской  метриче¬ 
ской  системѣ,  нѣтъ  надобности  останавливаться;  достаточно 
сказать',  что  прямой  уголъ  раздѣляется  на  100  равныхъ  ча¬ 
стей,  называемыхъ  десятичными  градусами  (дгасіез),  градусъ 
на  100  минутъ,  минута  на  100  секундъ  и  такъ  далѣе.  Это 
дѣленіе  нынѣ  мало  употребляется. 
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6.  Объяснит,  значеніе  наименованій  уголъ  при  центръ, 
внутренній  и  внѣшній  уголъ ,  Преподаватель  докажетъ  по  поряд¬ 
ку  слѣдующія  предложенія,  выводя  изъ  нихъ  и  главныя  слѣд¬ 
ствія  : 

Уголъ  при  окружности  измѣряется  половиною  дуги,  за- 
Предд.  5(5.  КЛ] оцающейся  между  его  сторонами. 

Два  угла,  составляемые  хордою  и  касательною  къ  кругу, 
проходящею  чрезъ  конецъ  хорды,  измѣряются  половиною 
Прсдд.  57.  дугъ,  соотвѣтствуюхцихъ  этой  хордѣ.  Половина  меньшей 
дуги  будетъ  измѣрять  уголъ  острый,  а  половина  большей, 
уголъ  тупой. 

Внутренній  уголъ  измѣряется  полу-суммою  дугъ,  заклю- 
Иредд.  58.  ча]0щихся  между  сторонами  угла  и  ихъ  продолженіями. 

Внѣшній  уголъ  измѣряется  полу-разностгю  дугъ,  заклю- 
ііредл.  59.  чаЮщНХСЯ  между  сторонами  угла. 

ОТДѢЛЪ  IV. 

Задачи,  относящіяся  къ  предъидущимъ  Отдѣламъ. 

Употребленіе  линейки,  циркуля  и  транспортира  уже  отча¬ 
сти  извѣстно  воспитанникамъ  изъ  предъидущаго;  приступая 
же  къ  графическому  рѣшенію  разныхъ  вопросовъ,  полезно  по¬ 
вторить  и  объяснить  съ  большими  подробностями  сказанное 
прежде  объ  этихъ  инструментахъ.  Вмѣстѣ  съ  тѣмъ  Препода¬ 
ватель  покажетъ  употребленіе  чертежнаго  треугольника  (пря¬ 
моугольнаго)  или  наугольника  для  проведенія  линій  перпенди¬ 
кулярныхъ  и  параллельныхъ  къ  даннымъ  прямымъ.  Полезно 
также  показать  и  повѣрку  упоминаемыхъ  здѣсь  инструмен¬ 
товъ. 

Всѣ  задачи,  помѣщенныя  въ  этомъ  Отдѣлѣ,  очень  просты. 
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При  рѣшеніи  ихъ  можно  руководствоваться  изложеніемъ  Ле¬ 
жандра  или  Лакруа.  Вотъ  эти  вопросы: 

7.  Провести  перпендикуляръ  и  параллельную  линію  къ  дан¬ 
ной  прямой. 

8.  Раздѣлить  данную  прямую  и  данный  уголъ  па  2,  4, 

6,  16 _  равныхъ  частей. 

9.  Построить  уголъ  равный  данному.  Построить  тре¬ 
угольникъ  по  тремъ  даннымъ  его  частямъ. 

Ю»  Провести  касательную  къ  кругу  изъ  данной  точки, 
также  параллельно  данной  прямой,  или  вообще  подъ  какимъ 
ни  есть  угломъ  съ  этою  прямою. 

Ц.  Описать  кругъ  около  треугольника.  Условіе,  при  ко¬ 
торомъ  кругъ  можетъ  быть  описанъ  около  четыреуголышка. 
Вписать  кругъ  въ  треугольникѣ.  По  данной  окружности  или 
дугѣ,  найти  ея  центръ. 

12.  Описать  кругъ,  проходящій  чрезъ  двѣ  точки ,  и  каса¬ 
ющійся  данной  прямой. 

13.  На  данной  прямой  начертитъ  сегментъ,  вліѣщающій 
данный  уголъ. 


ОТДѢЛЪ  V. 

Пропорціональныя  линіи  и  подобныя  прямолинейныя 

фигуры. 

14.  Въ  №  8  (Отдѣлъ  I)  было  показано,  какимъ  образомъ 
опредѣляютъ  отношеніе  двухъ  данныхъ  прямыхъ  линій.  По¬ 
смотримъ  теперь,  какія  взаимныя  соотношенія  могутъ  суще¬ 
ствовать  между  различными  совокупленіями  прямыхъ  линій, 
или,  иначе,  между  сторонами  прямолинейныхъ  Фигуръ. 

Повторивъ  въ  короткихъ  словахъ  предложенныя  въ  Алгебрѣ 
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главныя  свойства  пропорцій,  и  объяснивъ  понятіе  о  пропорці¬ 
ональности  двухъ  величинъ,  Преподаватель  начнетъ  изложе¬ 
ніе  теоріи  пропорціональныхъ  линіи  слѣдующею  основною 
теоремою: 

Когда  двѣ  прямыя  пересѣчены  параллельными  линіями, 
Преді  оо  отрѣзывающими  равныя  части  па  одной  изъ  нихъ,  то  от¬ 
рѣзки  на  другой  будутъ  также  равны  между  собою. 

Доказавъ  это  предложеніе  обыкновеннымъ  образомъ  на  осно¬ 
ваніи  равенства  треугольниковъ,  Преподаватель  перейдетъ  къ 
слѣдующей  теоремѣ: 

Прямая,  проведенная  въ  треугольникѣ  параллельно  одііой 
изъ  его  сторонъ,  раздѣляетъ  двѣ  другія  его  стороны  на  ча- 
Теорема  61.  сти  пропорціональныя,  и  обратно:  если  прямая  линія  раз¬ 
дѣляетъ  двѣ  стороны  треугольника  на  части  пропорціональ¬ 
ныя,  то  она  параллельна  третей  его  сторонѣ. 

Отсюда  выводится  Слѣдствіе: 

Параллельныя  прямыя  отсѣкаютъ  отъ  двухъ  какихъ  ни 
есть  прямыхъ  линій  части  пропорг^іоналъныя ,  и  обратно : 
Слѣдст.  62.  если  отрѢЗіси  пропорціональны,  то  линіи,  отсѣкающія  ихъ, 
параллельны  между  собой. 

Теорема  61  въ  томъ  случаѣ,  когда  два  отрѣзка  на  одной 
изъ  двухъ  сторонъ  даннаго  треугольника  соизмѣримы  между 
собою,  доказывается  подобно  Предл.  СО.  Для  отрѣзковъ  несо¬ 
измѣримыхъ  ,  должно  обратиться  къ  извѣстному  способу  при¬ 
веденія  ісъ  противорѣчію ,  соображаясь,  напримѣръ,  съ  изло¬ 
женіемъ  Лакруа  или  другихъ  авторовъ  хорошихъ  курсовъ  Ге¬ 
ометріи. 

15.  Вслѣдъ  за  этимъ  Преподаватель  условится  съ  учащи¬ 
мися  въ  значеніи  употребляемаго,  для  сокращенія  рѣчи,  на¬ 
званія  равноугольныхъ  фигуръ. 

Два  треугольника  называются  равноугольными,  когда  углы 
одного  изъ  нихъ  равны  угламъ  другаго.  Въ  этомъ  смыслѣ 
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треугольникъ,  имѣющій  ясѣ  три  угла  различные,  можетъ  быть 
равноугольнымъ  въ  отношеніи  къ  другому. 

Вообще,  два  многоугольника  называются  равноугольными , 
когда  углы  одного  изъ  нихъ  равны  угламъ  другаго,  и,  сверхъ 
того,  расположены  одинаковымъ  образомъ  въ  обоихъ  разсма¬ 
триваемыхъ  многоугольникахъ. 

Подъ  сходственными  сторонами  двухъ  или  нѣсколькихъ  рав¬ 
ноугольныхъ  многоугольниковъ  разумѣется  стороны,  прилежа¬ 
щія  двумъ  равнымъ  угламъ  въ  каждомъ  изъ  нихъ,  или  сторо¬ 
ны,  имѣющія  одинаковое  положеніе  во  всѣхъ  этихъ  Фигурахъ. 

Послѣ  приведенныхъ  объясненій  слѣдуетъ  предложить  опре¬ 
дѣленіе  подобныхъ  треугольниковъ ,  и  заняться  изложеніемъ 

самыхъ  признаковъ  ихъ  подобія. 

Подобными  треугольниками  называются  треугольники  равно 
угомные.  пли.  что  вес  равно,  такіе,  у  которыхъ  стороны  Сред.  03. 

пропорціональны  (Теорема  61)  .)• 

Предложенія,  относящіяся  къ  подобію  треугольниковъ,  Пре¬ 
подаватель  изложитъ  въ  слѣдующемъ  порядкѣ,  при  чёмъ  мо- 
жетъ  придерживаться  Геометріи  Лакруа : 

Сверхъ  признаковъ  подобія,  заключающихся  въ  самомъ 
Опред.  63,  два  треугольника  подобны 

Когда  имѣютъ  уголъ  равный,  заключающійся  между  сто-  \ 

ронами  пропорціональными.  Інредл.  64. 

Когда  стороны  одного  соотвѣтственно  параллельны  или  / 

перпендикулярны  сторонамъ  другаго.  ] (*) 


(*)  Вмѣсто  шести  условій:  равенства  трехъ  угловъ  и  пропорціональности 
трехъ  сторонъ,  обыкновенно  предлагаемыхъ  при  опредѣленіи  подобныхъ 
треугольниковъ,  мы  предпочли  ввести  только  три  требованія,  чтобы  пре¬ 
дупредить  возраженіе  относительно  возможности  удовлетворенія  всѣмъ 
шести  условіямъ  разомъ. 


7 


92 

Разсматривая  въ  частности  прямоугольный  треугольникъ, 
выведутся  слѣдующія  заключенія: 

Если  изъ  вершины  прямого  угла  прямоугольнаго  треуголь¬ 
ника  будетъ  опущенъ  перпендикуляръ  на  его  гипотенузу ,  то 

11-е.  Этотъ  перпендикуляръ  раздѣлитъ  треугольникъ  на 
два  другіе ,  подобные  какъ  между  собою,  такъ  и  данному. 

2-е.  Перпендикуляръ  будетъ  среднею  пропорціональною  ве¬ 
личиною  между  двумя  отрѣзками  гипотенузы. 

3-е.  Каждый  изъ  катетовъ  даннаго  треугольника  будетъ 
среднею  пропорціональною  величиною  между  гипотенузою  и 
прилежащимъ  отрѣзкомъ . 

Примѣчаніе.  Послѣднее  изъ  этихъ  .предложеній  приводитъ 
непосредственно  къ  Пиѳагоровой  теоремѣ.  Но,  излагая  её, 
должно  объяснить  учащимся,  что  доказанное  свойство,  по  ко¬ 
торому  квадратъ  гипотенузы  равенъ  суммѣ  квадратовъ  двухъ 
катетовъ ,  предполагаетъ,  что  каждая  изъ  трехъ  сторонъ  дан¬ 
наго  прямоугольнаго  треугольника  отнесена  къ  какой  либо 
линейной  мѣрѣ,  почему  иодразумѣвается,  что  эти  три  сторо¬ 
ны  изображены  отвлеченными  числами.  Говорить  же  здѣсь, 
что  площадь  квадрата,  построеннаго  на  гипотенузѣ,  равна 
суммѣ  площадей  квадратовъ,  построенныхъ  на  двухъ  кате¬ 
тахъ ,  несвоевременно.  Пиѳагорова  теорема,  въ  послѣднемъ 
смыслѣ,  изложена,  по  принятой  въ  Конспектѣ  системѣ,  въ 
Отдѣлѣ  VII  (№  31). 

16.  Два  многоугольника  называются  подобными,  когда  они 
Оцред.  ос.  равноугольны,  и,  сверхъ  того,  имѣютъ  сходственныя  сторо¬ 
ны  пропорціональныя. 

Впрочемъ,  должно  замѣтить,  что  это  опредѣленіе  заклю¬ 
чаетъ  въ  себѣ  лишнія  условія;  дѣйствительно,  для  подобія 
двухъ  многоугольниковъ  достаточно,  чтобы  углы,  за  исключе¬ 
ніемъ  одного,  и  стороны,  также  за  исключеніемъ  одной,  удо- 
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влетворяли  сказаннымъ  условіямъ.  Но,  для  краткости  рѣчи, 
можно  удержать  предложенное  выше  опредѣленіе. 

Слѣдуетъ  также  объяснить,  почему  два  равноугольные  мно¬ 
гоугольника  (исключая  треугольники)  могутъ  не  быть  подоб¬ 
ными.  Равнымъ  образомъ,  при  пропорціональности  всѣхъ 
сходственныхъ  сторонъ,  многоугольники  могутъ  быть  неравно¬ 
угольными,  и  слѣдовательно  неподобными  (кромѣ  треугольни¬ 
ковъ).  Для  объясненія  втораго  утвержденія,  стоитъ  только 
обратить  вниманіе  воспитанниковъ  на  то,  что  имѣя  два  мно¬ 
гоугольника  съ  сходственными  сторонами,  соотвѣтственно  про¬ 
порціональными,  можно  измѣнять  видъ  одного  изъ  нихъ  мно¬ 
горазличными  образами,  вообразивъ,  напримѣръ,  что  въ  вер¬ 
шинахъ  его  угловъ  находятся  шарнеры,  около  осей  которыхъ 
стороны  свободно  обращаются. 

Многоугольники,  составленные  изъ  одинаковаго  числа  тре¬ 
угольниковъ,  подобныхъ  и  одинаково  расположенныхъ,  подоб¬ 
ны  между  собою,  и  обратно:  подобные  многоугольники  могутъ  “Р04-1-  67. 
быть  разложены  на  одинаковое  число  треугольниковъ,  по¬ 
добныхъ  и  одинаково  расположенныхъ. 

Слѣдствія  Пред. і.  01  относительно  квадратовъ,  ромбовъ, 
прямоугольниковъ  и  параллелограмовъ. 

Сходственныя  линіи  въ  подобныхъ  многоугольникахъ  про- 

^  Предл.  08. 

порціольны  между  собою. 

Периметры  подобныхъ  многоугольниковъ  относятся  между 
собою  какъ  сходственныя  стороны,  или  другія  сходственныя  Предл.  09. 
линіи  въ  этихъ  самыхъ  многоугольникахъ. 

17.  Многоугольникъ  называется  правильнымъ,  когда  всѣ 

.  Опред.  70. 

ею  стороны,  а  также  и  углы,  равны  между  собою. 

Слѣдовательно,  правильные  многоугольники  одинаковаго  чи¬ 
сла  сторонъ,  подобны  между  собою. 

Іі  с  як  ій  правильный  многоугольникъ  можетъ  быть  вписанъ 

1  Предл.  71. 

въ  кругѣ,  а  также  описанъ  около  него. 
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94. 

Слѣдуетъ  также  доказать  предложеніе,  обратное  71-му. 

Центръ  круга,  описаннаго  около  правильнаго  многоугольни¬ 
ка,  или  вписаннаго  въ  немъ,  называется  центромъ  разсматри¬ 
ваемаго  многоугольника,  а  перпендикуляръ,  опущенный  изъ 
этой  точки  на  какую  ни  есть  изъ  его  сторонъ,  и  раздѣляющій 
ее  пополамъ,  апотемою  многоугольника.  Углами  при  центрѣ 
называются  углы  между  прямыми,  проведенными  изъ  центра 
многоугольника  къ  его  угламъ.  Такъ  какъ  углы  при  центрѣ 
всѣ  равны  между  собою,  а  сумма  ихъ  составляетъ  четыре 
прямые  ума,  то  каждый  будетъ  равенъ  четыремъ  прямымъ, 
раздѣленнымъ  на  число  сторонъ  многоугольника. 

При  доказательствѣ  Предл.  71,  Преподаватель  обратитъ 
вниманіе  учащихся  на  пріёмъ,  посредствомъ  котораго  нахо¬ 
дятъ  центръ  вписаннаго  или  описаннаго  многоугольника. 

Периметры  правильныхъ  многоугольниковъ,  одинаковаго  чи- 
ііред.і.  72.  ела  сторонъ,  пропорціональны  радіусамъ  вписанныхъ  и  опи¬ 
санныхъ  окружностей . 

18-  Отрѣзки  двухъ  хордъ,  пересѣкаюгцихся  въ  кругѣ, 
ііред.і.  73.  0братп0  пропорціональны. 

Изъ  этого  предложенія  выводится,  какъ  слѣдствіе,  слѣдую¬ 
щая  теорема : 

Перпендикуляръ ,  возставленный  изъ  какой  ни  есть  точки 
діаметра,  до  встрѣчи  съ  окружностію,  есть  средняя  пропор- 
1  4  ~  цгональная  линія  между  двумя  отрѣзками  діаметра  (Смот. 

второе-  изъ  предложеніи  65). 

Когда  изъ  точки,  взятой  внѣ  круга,  проведены  двѣ  сѣку- 
Нреп  75  иѴІІ  дальнѣйшей  части  окружности,  то  цѣлыя  сѣкущія 
будутъ  обратно  пропорціональны  внѣшнимъ  своимъ  отрѣзкамъ. 

Замѣняя  одну  изъ  сѣкущихъ  касательною  къ  окружности, 
получимъ  теорему: 

Когда  изъ  точки,  взятой  внѣ  круга,  проведена  одна  сѣку- 
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щал  и  одна  касательная  къ  окружности,  то  касательная  ^ 

будетъ  среднею  пропорціональною  между  цѣлою  сѣкущею  и 
внѣшнею  ея  частію. 

10.  Такъ  какъ  при  доказательствѣ  пропорціональности  окруж¬ 
ностей  къ  ихъ  радіусамъ,  а  равно  и  при  дальнѣйшемъ  изло¬ 
женіи  Геометріи,  должно  будетъ  основываться  на  способѣ 
безконечно-малыхъ  величинъ ,  еще  не  знакомомъ  учащимся,  то 
необходимо  войти  по  этому  предмету  въ  нѣкоторыя  подроб¬ 
ности. 

Чтобъ  ознакомить  воспитанниковъ  съ  понятіемъ,  новымъ  для 
нихъ,  о  неизмѣримо-малыхъ  величинахъ,  можно,  для  вразумитель¬ 
ности,  начать  съ  неопредѣленнаго  разложенія  на  части  какой 
.ни  есть  величины,  напримѣръ  прямой  линіи.  Пусть  будетъ  ^  ^ 
данная  прямая  АВ,  раздѣляемъ  её,  положимъ  на  двѣ  равныя 
части  АС  и  СВ;  потомъ  СВ  дѣлимъ  опять  на  двѣ  равныя 
части  СО  и  БВ;  ОВ  дѣлимъ  точно  также  пополамъ,  и  полу¬ 
чаемъ  линію  ЕВ;  беремъ  половину  ЕВ,  находимъ  ЕВ  и  такъ 
далѣе.  Такимъ  образомъ  получимъ  рядъ  линіи 
АВ,  СВ,  БВ,  ЕВ,  ЕВ  и  проч., 

изъ  которыхъ  каждая  равна  половинѣ  предъидущей.  Такъ 
какъ  нѣтъ  никакого  препятствія  продолжать  умственно  дѣле¬ 
ніе  неограниченное  число  разъ,  то  наконецъ  достигнемъ  та¬ 
кихъ  линій,  которыя,  по  малости  своей,  неуловимы  для  чувствъ, 
и  не  подлежатъ  больше  никакому  измѣренію;  такія  линіи  мы 
назовемъ  безконечно  или  неизмѣримо-малыми.  Хотя  мы  и  не 
можемъ  составить  себѣ  яснаго  понятія  о  линіяхъ  этого  рода, 
однакожъ,  изъ  сказаннаго,  одно  свойство  ихъ  оказывается 
для  насъ  несомнѣннымъ;  это  свойство  состоитъ  въ  томъ,  что 
безконечно-малая  линія  менѣе  всякой  другой  опредѣленной 
линіи,  взятой  для  сравненія.  Этимъ  самымъ  отличаются  неиз¬ 
мѣримо-малыя  линіи  отъ  конечныхъ,  т.  е.  отъ  такихъ,  кото- 
торыя  постигаются  чувствами.  Сказанное  здѣсь  можетъ  быть 
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непосредственно  отнесено  и  ко  всякой  другой  величинѣ,  како¬ 
го  бы  она  не  была  рода,  а  равно  и  къ  числами  отвлеченнымъ. 
Въ  этомъ  смыслѣ  говорятъ: 

Неизмѣримо-малая  величина  есть  такая,  которая  менѣе 
Опред.  і  .  всяк0%  данной  величины,  одного  съ  нею  рода. 

Примѣчаніе.  Это  опредѣленіе  неизмѣримо-малыхъ  вели¬ 
чинъ  достаточно  для  всѣхъ  случаевъ,  въ  которыхъ  онѣ  употре¬ 
бляются.  Метафизическое  же  понятіе  объ  нихъ  не  можетъ  быть 
совершенно  яснымъ,  и  при  томъ  безполезно  въ  приложеніяхъ. 
Можно  утвердительно  сказать,  что  всё  доказываемое  на  осно¬ 
ваніи  теоріи  безконечно-малыхъ ,  нетолько  въ  Начальной  Гео¬ 
метріи,  но  и  въ  высшихъ  частяхъ  Математики,  не  предпола¬ 
гаетъ  инаго  понятія  о  величинахъ  этого  рода,  какъ  только 
того,  которое  заключается  въ  Опред.  77.  Однимъ  словомъ, 
всякое  предложеніе,  доказываемое  для  такъ  называемой  без¬ 
конечно-малой  величины ,  равно  справедливо  и  для  величины, 
подчиненной  условію  быть  менѣе  всякой  другой  данной,  какъ 
бы  послѣдняя  мала  не  была,  и  обратно. 

Изъ  Опред.  77  проистекаетъ  полезное  слѣдствіе,  относя¬ 
щееся  къ  неизмѣримо-малымъ  величинамъ;  чтобы  выразить  его 
яснѣе,  условимся  въ  смыслѣ  наименованій :  постоянная  и  пе¬ 
ремѣнная  величина.  Подъ  постоянною  величиною  разумѣемъ 
такую,  которая  въ  продолженіи  доказательства  какого  либо 
предложенія,  или  рѣшенія  вопроса,  сохраняетъ  одно  и  то 
же  значеніе.  Напротивъ  того,  перемѣнная  величина,  при 
тѣхъ  же  обстоятельствахъ,  измѣняется.  Іакъ,  напримѣръ, 
три  угла  и  три  стороны  даннаго  треугольника,  и  вообще  ча¬ 
сти  какого  бы  то  ни  было  многоугольника,  радіусъ  опредѣ¬ 
леннаго  круга  и  проч.,  будутъ  величины  постоянныя.  На¬ 
противъ  того,  если  станемъ  разсматривать  въ  одномъ  треу¬ 
гольникѣ  линію,  положимъ  параллельную  которой  нибудь  изъ 
его  сторонъ,  то  эта  линія,  по  мѣрѣ  приближенія  къ  рззема- 
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триваемой  сторонѣ,  и  слѣдовательно  удаленія  отъ  противупо- 
ложнаго  угла,  будетъ  постепенно  увеличиваться.  Такал  линія 
будетъ  перемѣнная.  То  же  самое  можно  сказать  о  хордахъ 
одного  и  того  же  круга,  а  равно  о  перпендикулярахъ,  воз¬ 
ставляемыхъ  изъ  послѣдовательныхъ  точекъ  діаметра,  и  огра¬ 
ниченныхъ  съ>  другой  стороны  окружностію. 

Если  означимъ  чрезъ  А  и  В  двѣ  конечныя  постоянныя 
величины,  а  чрезъ  а  и  Ь  неизмѣримо-малыя  количества,  и 
между  тѣмъ  найдется  Пі’ед 

А  — {—  а  =  В  — {—  Ь, 

то  должно  будетъ  заключить  изъ  этого  равенства,  что  А=В. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  принявъ  А>В,  получимъ 
А  —  В  =  Ь  —  а; 

по  положительная  разность  А  —  В  постоянная,  между  тѣмъ 
какъ  Ь — а  означаетъ  неизмѣримо-малую  величину,  которая, 
поэтому,  можетъ  быть  сдѣлана  менѣе  данной  величины  А  —  В. 
Слѣдовательно,  нельзя  предположить,  чтобы  А  было  болѣе  В. 
Совершенно  подобнымъ  образомъ  докажемъ,  что  А  не  можетъ 
быть  менѣе  В.  Это  самое  приведетъ  насъ  къ  заключенію,  что 
А  =  В,  или,  иначе,  что  когда  двѣ  конечныя  постоянныя 
величины  разнствуютъ  между  собою  неизмѣримо-малымъ  ко¬ 
личествомъ,  то  онѣ  должны  быть  принимаемы ,  въ  строгомъ 
смыслѣ,  за  количества  равныя  одно  другому. 

Изъ  предложеннаго  понятія  о  безконечно-малыхъ  велпчп- 
нахъ  заключаемъ  также,  что  произведеніе  конечной  величины  па 
неизмѣримо-малую,  придаваемое  или  отнимаемое  отъ  опре- 
Он, ленной  конечной  величины,  въ  строгомъ  смыслѣ  должно 
быть  откинуто .  Поэтому,  если  бы  нашли,  напримѣръ,  равенство 
А  =  ВЧ-МЬ, 

гдѣ  А,  В  п  31  конечныя  величины,  а  Ь  неизмѣримо-малая,  то 
надлежало  бы  заключить,  что  А  =  В.  Вт.  самомъ  дѣлѣ,  равен¬ 
ство  А  —  В  —  Мб  нс  можетъ  состояться  ин  при  А>В,  ни  про 
А<В  по  то іі  причинѣ,  что,  въ  обоихъ  предположеніяхъ,  раз¬ 
ность  А  — В  или  В  — А  постоянная,  а  количество  Мб,  которое 

13 
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всегда  можетъ  быть  сдѣлано  менѣе  А— В  или  В  А,  остается 
перемѣннымъ  до  тѣхъ  поръ,  пока  не  откинемъ  его. 

Подобнымъ  образомъ  удостовѣримся,  что  когда  имѣемъ  ра¬ 
венство  вида 

А  —  В  +  С, 

ГДЬ  С  такого  свойства,  что  отношенія  -  и  -  безконечно- 
малы,  прп  чемъ  отношеніе  или  ^  остается  конечнымъ  и 


постояннымъ,  то, 
чины  А,  В  п  С, 
Дѣйствительно, 
лучимъ 

в 


каковы  бы  впрочемъ  ни  были  эти  три  вели- 
должно  откинуть  С,  такъ  что  А  =  В. 
раздѣливъ  предъидущес  уравненіе  на  В,  по- 


—  1  4-  —  или 

—  В 


А 

В 


но  какъ  разность  ^  —  1  постоянная,  а  величина  -  перемѣн¬ 


ная,  ибо,  по  предположенію,  —  неизмѣримо-малое  количество, 

С  А 

то  и  слѣдуетъ  откинуть-,  и  найдемъ  просто  -  —  1=0,  то 
есть  А  =  В. 


Сказанное  здѣсь  о  безконечно-малыхъ  количествахъ  относит¬ 
ся  ко  всѣмъ  подобнымъ  величинамъ,  какого  бы  рода  онѣ  ни 
были.  Для  приложеній  собственно  геометрическихъ,  слѣдуетъ 
прибавить  къ  вышеобъяененному  еще  нѣкоторыя  соображенія, 
которыя  значительно  облегчатъ  изложеніе  многихъ  статей  I  ео- 
метрім. 

Часто  случается,  что  заключенія,  выводимыя  для  прямоли¬ 
нейной  Фигуры,  приличествуютъ  и  криволинейной,  разсматри¬ 
вая  послѣднюю  какъ  линію  ломаную,  состоящую  изъ  безчи¬ 
сленнаго  множества  неизмѣримо-малыхъ  прямыхъ.  Положимъ, 
что  на  какой  либо  кривой  линіи  взяли  двѣ  точки,  весьма  близ¬ 
кія  одна  отъ  другой;  въ  такомъ  предположеніи,  прямолиней¬ 
ное  разстояніе  между  ними,  то  есть  хорда,  чувствительнымъ 
образомъ  сольется  съ  весьма  малого  дугою  самой  кривой,  за¬ 
ключающеюся  между  тѣми  же  точками.  Покамѣстъ  хорда,  о 


99 


которой  говоримъ,  будетъ  длиною  конечною,  то,  само  собой 
разумѣется,  замѣненіе  дуги  этою  хордою  непозволительно  въ 
строгомъ  смыслѣ,  а  можетъ  быть  допущено  только  приблизи¬ 
тельно.  Но  если  примемъ  дугу  между  двумя  точками  за  ко¬ 
личество  неизмѣримо-малое ,  то  есть  за  величину,  которая  ме¬ 
нѣе  всякой  данной  величины,  то  и  соотвѣтствующая  дугѣ  хор¬ 
да  будетъ  точно  такого  же  свойства;  тогда,  со  всею  строго¬ 
стію,  моэіепо  будетъ  замѣнитъ  дугу  ел  хордою,  а  слѣдова- 

.  Допущ.  79. 

тельно  всю  кривую  принимать  за  ломаную  линію,  состав¬ 
ленную  изъ  бсзчисленнаю  множества  нсизмѣримо-малых.ъ 
прямыхъ. 

И  такъ,  если  вообразимъ,  что  окружность  круга  раздѣлена 
на  равныя  неизмѣримо-малыя  части,  то  хорды  этихъ  частей 
составятъ  правильный,  вписанный  въ  кругѣ  многоугольникъ, 
которымъ,  въ  силу  Допущенія  19,  можно  замѣнить  самую 
окружность.  Изъ  этого  усматриваемъ,  что  свойства,  общія  ка¬ 
кимъ  ни  есть  правильнымъ  многоугольникамъ,  приличеству¬ 
ютъ  также  и  окружности  круга.  Слѣдовательно 

Окружности  пропорціональны  соотвѣтственнымъ  имъ  ра- 

Г  ^  ^  Предл.  80. 

діусамъ,  и  всѣ  круги  подобны,  между  собою. 

На  основаніи  этой  теоремы  очень  легко  найти  радіусъ 
окружности,  которая  содержалась  бы  къ  данной,  какъ  два 
данныя  числа  или  двѣ  данныя  линіи.  Этотъ  вопросъ  очевидно 
приведется  къ  опредѣленію  линіи,  имѣющей  съ  предложенною 
извѣстное  отношеніе  (Отдѣлъ  VI,  №  20). 

Введеніе  въ  Начальную  Геометрію  способа  безконечно-ма¬ 
лыхъ  величинъ  значительно  облегчитъ  изслѣдованіе  свойств ь 
круга,  объёмовъ  многогранниковъ ,  а  равно  поверхностей  и 
объёмовъ  круглыхъ  тѣлъ.  По  простотѣ  своей  и  по  наглядно¬ 
сти  доказательствъ,  основанныхъ  на  немъ,  этотъ  способъ 
имѣетъ  несомнѣнное  преимущество  предъ  способомъ  предѣловъ 
и  другими  видоизмѣненіями  послѣдняго  (Общія  Замѣчанія, 
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№  ѴН).  Поэтому,'  въ  послѣдствіи,  измѣреніе  объёма  пирами¬ 
ды,  а  также  поверхностей  и  объёмовъ  цилиндра,  конуса  и 
шара,  будемъ  основывать  па  разсматриваніи  неизмѣримо-ма¬ 
лыхъ  величинъ. 


ОТДѢЛЪ  VI. 

Задачи,  относящіяся  къ  предъидущему  отдѣлу. 

Этотъ  Отдѣлъ  содержитъ  въ  себѣ  восемь  статей,  именно: 

20-  Построить  четвертую  пропорціональную  къ  тремъ 
даннымъ  линіямъ .  Раздѣлить  данную  прямую  на  нѣсколько 
равныхъ  частеіі,  и  вообще  на  нѣсколько  частей,  находя- 
гцихся  между  собой  въ  данномъ  отношеніи.  Раздѣлить  дан¬ 
ную  прямую  на  части  ,  пропорціональныя  частямъ  другой 
прямой.  Построеніе  и  употребленіе  масштабовъ. 

21.  Па  данной  прямой  построить  многоугольникъ ,  подоб¬ 
ный  данному. 

22*  Построить  среднюю  пропорціональную  между  двумя 
данными  прямыми.  Чрезъ  данныя  двѣ  точки  провести  кругъ 
касательный  къ  данной  прямой. 

23-  Раздѣлить  данную  линію  въ  крайнемъ  и  среднемъ 
отношеніи. 

24-  Провести  общія  касательныя  къ  двумъ  даннымъ  кругамъ. 

25-  По  данному  вписанному  въ  кругѣ  правильному  много- 
уголышку ,  построить  правильный  многоугольникъ  съ  тѣмъ 
же  числомъ  сторонъ,  описанный  около  круга,  и  на-оборотъ: 
имѣя  послѣдній,  построить  первый.  По  данному  радіусу  и 
сторонѣ  вписаннаго  въ  кругѣ  правильнаго  многоугольника ,  вы¬ 
числить  сторону  многоугольника  описаннаго,  съ  тѣмъ  же  чи¬ 
сломъ  сторонъ.  По  данному  радіусу  круга  и  сторонѣ  вписанна¬ 


го  правильнаго  многоугольника,  найти  сторону  вписаннаго 
оке  правильнаго  многоугольника,  по  съ  двойнымъ  числомъ 
сторонъ. 

20.  Построить  правильные  многоугольники  о  4>,  8,  16...., 

3)  б,  12 .  5,  10,  20 .  15,  30...,,  сторонахъ. 

Примѣчаніе.  Преподаватель,  показавъ  построеніе  правиль¬ 
ныхъ  многоугольниковъ,  исчисленныхъ  въ  Ж  26,  замѣтитъ, 
что  кромѣ  ихъ  существуютъ  многіе  другіе ,  въ  томъ  числѣ 
П -угольникъ,  которые  могутъ  быть  построены  геометрически, 
то  есть,  чрезъ  совокупленіе  прямыхъ  линій  и  окружностей, 
или,  иначе,  помощію  линейки  и  циркуля.  Построенія  эти  бу¬ 
дутъ  вообще  весьма  сложны.  Посредствомъ  же  транспортира 
можно  строить  очень  просто  правильный  многоугольникъ  о 
сколькихъ  угодно  сторонахъ;  но  это  будетъ  уже  способъ  ме¬ 
ханическій,  а  не  геометрическій.  Дальнѣйшія  подробности  объ 
этомъ  предметѣ,  собственно  для  себя,  Преподаватель  можетъ 
почерпнуть  изъ  разныхъ  книгъ,  преимущественно  изъ  сочи¬ 
ненія  Гаусса'.  Пізциізіііонез  ЛгііЬтеІісае,  1801  г.  (  )•  Въ 
этомъ  примѣчательномъ  трудѣ  знаменитый  Германскій  Мате¬ 
матикъ  предложилъ  слѣдующую,  открытую  имъ  теорему. 
Чтобы  геометрическое  раздѣленіе  окружности  на  т  равныхъ 
частей  было  возможно,  число  т  нс  должно  заключать  дру¬ 
гихъ  простыхъ  начетныхъ  дѣлителей,  какъ  только  вида  2  -1—1, 
и  сверхъ  того  всѣ  эти  дѣлители  должны  быть  различны 
между  собою. 

27*  Показать  возможность  опредѣленія  приближеннаго 
отношенія  окружности  къ  діаметру.  Приближенныя  выра¬ 
женія  для  этого  отношенія.  Вычисленіе  длины  окружности, 


(*)  Эта  книга  переведена  на  Французскій  языкъ  подъ  заглавіемъ:  Песііег- 
сііоз  атіііітпбіічииз,  Іга(ІиіІС5  раг  А.  С.  М.  Роиііеі- Оеіііів,  1807. 
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или  какой  ни  есть  ея  части,  по  дачном у  радіусу,  и  обрат¬ 
но:  опредѣленіе  радіуса  по  данной  окружности. 

Рѣшеніе  этого  вопроса  можно  изложить  въ  слѣдующемъ 
объёмѣ :  . 

Положимъ,  прежде  всего,  что  въ  дампомъ  кругѣ  вписали 
правильный  многоугольникъ  объ  извѣстномъ,  впрочемъ  произ¬ 
вольномъ  числѣ  сторонъ,  напримѣръ  о  6-ти,  12-ти,  24-хъ  и 
проч.  сторонахъ. Чѣмъ  значительнѣе  число  сторонъ  вписаннаго  въ 
кругѣ  правильнаго  многоугольника,  тѣмъ  менѣе  периметръ  его 
будетъ  разнствовать  отъ  самой  окружности;  въ  этомъ  легко 
удостовѣриться,  принявъ  въ  соображеніе,  что  перггметръ  пра¬ 
вильнаго  вписаннаго  многоугольника  увеличивается  съ  возра¬ 
станіемъ  числа  сторонъ.  И  дѣйствительно,  если  бъ  удвоили, 
Фнг.  24.  напримѣръ,  число  сторонъ,  то  вмѣсто  стороны  АВ,  принадле¬ 
жащей  прежнему  многоугольнику,  получили  бы  двѣ  стороны 
равныя  АС  и  СВ,  сумма  которыхъ  очевидно  болѣе  прямой 
АВ  (Акс.  2).  Изъ  этой  же  аксіомы  заключаемъ:  какъ  бы  чи¬ 
сло  сторонъ  вписаннаго  многоугольника  велико  не  было,  пе¬ 
риметръ  его  будетъ  всегда  менѣе  окружности.  Подобнымъ 
образомъ  Преподаватель  покажетъ,  что  периметръ  описаннаго 
правильнаго  многоугольника  уменьшается  съ  увеличеніемъ  чи¬ 
сла  сторонъ.  Чтобы  доказать,  что  при  такомъ  уменьшеніи 
пергіметръ  описаннаго  многоугольника  будетъ  всегда  болѣе 
окружности ,  можно  употребить  обыкновенный  пріёмъ,  излагая 
его,  напримѣръ,  какъ  въ  Геометріи  Лежандра  (Ьіѵге  IV,  Рго- 
розіііоп  IX;  12-ёте  ёсііііоп) .  Сближеніе  всего  сказаннаго  приве¬ 
детъ  къ  заключенію,  что  окружность  круга  будетъ  постоянно 
заключаться  между  периметрами  вписаннаго  гг  описаннаго 
около  нея  многоугольниковъ. 

Ріа  такомъ  основаніи,  возможность  опредѣленія  приближенна¬ 
го  отношенія  окружности  къ  діаметру  легко  объясняется.  Въ 
самомъ  дѣлѣ,  если,  принявъ  радіусъ  разсматриваемаго  круга 


за  единицу,  и  вспомнивъ,  что  сторона  правильнаго  вписаннаго 
шестиугольника  равна  радіусу,  или  1,  вычислимъ  послѣдова¬ 
тельно  стороны  вписанныхъ  12-ти,  24-хъ,  48-ми,  96-ти — 

угольниковъ  (№  25),  то  получимъ  искомыя  стороны  въ  частяхъ 
радіуса,  то  есть  въ  отвлеченныхъ  дробяхъ.  Пусть 
Сторона  12-ти  угольника  вписаннаго  =  с 
»  24-хъ  »  »  ч  —  с' 

»  48-ми  »  »  —  с" 

»  96-ти  »  »  =  с"' 

Числа  12с,  24с',  48с",  96с"'....,  въ  слѣдствіе  объяснен¬ 
наго  выше,  будутъ  постепенно  приближаться  къ  длинѣ  окруж¬ 
ности,  оставаясь  впрочемъ  меньше  ея.  Чтобы  ближе  судить  о 
достигаемой  степени  приближенія,  вычисляемъ  стороны  пра¬ 
вильныхъ  описанныхъ  многоугольниковъ  о  12-ти,  24-хъ,  48-ми, 
96-ти....  сторонахъ  при  томъ  же  радіусъ  1  (№  25'.  Означимъ 
эти  стороны  чрезъ  С,  С',  С",  С'"...;  числа  12С,  24С',  48С", 
96С'",..  будутъ  также  постепенно  приближаться  къ  длинѣ 
окружности,  при  радіусѣ  равномъ  1,  оставаясь  впрочемъ  бо¬ 
лѣе  ея.  Приведя  числа 


12с, 

12С , 

24с', 

24С' 

48с", 

48С" 

96с'", 

96С'" 

въ  десятичныя  дроби,  окажется,  что  десятичные  знаки,  общіе 
двумъ  соотвѣтственнымъ  дробямъ,  будутъ,  въ  строгомъ  смы¬ 
слѣ,  принадлежать  искомому  отношенію  окружности  къ  діа¬ 
метру.  На  такомъ  основаніи  уже  легко  судить  о  степени  при¬ 
ближенія  полученнаго  результата. 

Такимъ  образомъ  Архимедъ ,  славный  Греческій  геометръ, 
жившій  въ  Сиракузахъ  за  250  лѣтъ  до  Г.  X.,  вычисливъ  сто¬ 
роны  двухъ  правильныхъ  96-ти  угольниковъ,  одного  вписанна¬ 
го,  а  другого  описаннаго  около  круга,  пошелъ,  что  отношеніе 


ІОі 


окружности  къ  діаметру,  или  полуокружности  къ  радіусу,  под- 
ходитъ  очень  близко  къ  содержанію—,  такъ  что  эта  дробь 
превышаетъ  истинное  отношеніе  менѣе  чѣмъ  на  двѣ  тысяч¬ 
ныя  доли  радіуса.  Голландскій  математикъ  Мсцііі ,  жившій  въ 
семнадцатомъ  столѣтіи,  предложилъ  для  изображенія  этого 
отношенія  дробь  которая  превышаетъ  истинное  менѣе 

чѣмъ  на  полу-милліонную  часть  радіуса.  Дробь  ^  очень 
легко  удержать  въ  памяти,  обративъ  вниманіе  на  то,  что  на¬ 
писавъ  по  два  раза  сряду  нечётныя  числа  113355,  первыя 
три  изобразятъ  ея  знаменатель,  а  послѣднія  три,  числитель. 

Можно  замѣтить  воспитанникамъ,  что  теперь,  при  пособіи 
высшихъ  частей  Математики,  находятъ  весьма  просто  отноше¬ 
ніе  полуокружности  къ  радіусу  съ  такою  степенью  приближе¬ 
нія,  какой  пожелаютъ.  Это  отношеніе,  по  общему  согласію, 
условились  изображать  греческою  буквою  тс.  И  такъ,  имѣемъ 
приблизительно 

22 

По  Архимеду:  тс  гг:  — 

По  Мсцію :  тс  =  ^ 

До  ІО-ти  деелт:  знаковъ:  тс  =  3, 1 4- 15926535.. . 

Если  время  позволитъ,  то  воспитанники,  для  упражненія, 
могутъ  сами  заняться  вычисленіемъ  периметровъ  двухъ  96-ти 

правильныхъ  многоугольниковъ,  и  вывести  найденное  Архиме- 
22 

домъ  число  — .  Но  главное  вниманіе  должно  обратить  на  то, 
чтобы  они  хорошо  поняли  объясненный  выше  способъ  этого 
вывода.  Необходимо  также  упражнять  ихъ  въ  численныхъ 
примѣрахъ,  относящихся  къ  опредѣленію  приближенной  длины 
окружности  и  какой  ни  есть  ея  части,  по  данному  радіусу,  и 
обратно,  радіуса,  по  данной  окружности. 
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О  Т  Д  1»  л  ъ  VII. 

Измѣреніе  и  сравненіе  площадей  многоугольниковъ  и 

КРУГА. 

28-  Въ  предъидущихъ  Отдѣлахъ  мы  разсматривали  различ¬ 
ные  виды  многоугольниковъ,  а  также  отношенія,  существую¬ 
щія  при  нѣкоторыхъ  условіяхъ,  какъ  между  ихъ  сторонами, 
такъ  и  между  другими  принадлежащими  имъ  линіями.  Теперь 
остается  намъ  изслѣдовать  свойства  этихъ  Фигуръ  въ  разсуж¬ 
деніи  площадей ,  ограниченныхъ  ихъ  сторонами,  и  показать, 
какимъ  образомъ  самыя  площади  измѣряются;  эти  изслѣдова¬ 
нія  составляютъ  предметъ  Планиметріи. 

Подъ  площадью  какой  ни  есть  фигуры  разумѣютъ  часть 
плоской  поверхности,  заключающейся  между  линіями,  кото¬ 
рыя  ограничиваютъ  фигуру. 

Преподаватель  показавъ  простыми  построеніями,  что  пло¬ 
щади  Фигуръ,  различныхъ  по  виду,  могутъ  быть  равны  между 
собою,  условится  въ  названіи  фигуръ  равномѣрныхъ ,  то  есть 
такихъ,  которыя  имѣютъ  плоіи,ади  равныя.  Далѣе,  объяснивъ 
значепіе  наименованій:  основаніе  и  высота  параллелограма  и 
треугольника,  онъ  докажетъ  слѣдующія  два  предложенія,  при¬ 
держиваясь,  напримѣръ,  изложенія  Лежандра: 

Площади  двухъ  прямоугольниковъ,  имѣющихъ  равныя  осно¬ 
ванія,  относятся  между  собой  какъ  ихъ  высоты.  Пред.*. 

Площади  двухъ  пр ямоугольниковъ ,  имѣющихъ  какія  ни  есть 
основанія  и  высоты,  относятся  между  собой  какъ  произве-  Предл.  82. 
дснія  ихъ  основаній  на  высоты. 

Само  собой  разумѣется,  что  предложеніе  81  должно  быть 
доказано,  какъ  для  основаній  соизмѣримыхъ,  таігь  и  несоизмѣ¬ 
римыхъ  между  собой.  ^ 


« 
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.Доказавъ  предложеніе  82,  надобно  тщательно  объяснить 
смыслъ  выраженія:  умножить  одну  линію  на  другую.  Такъ 
подъ  произведеніемъ  основаніи  на  высоту  прямоугольника 
должно  разумѣть  произведеніе  отвлеченнаго  числа,  выражаю¬ 
щаго  сколько  разъ  единичная,  впрочемъ  произвольная  длина,  за¬ 
ключается  въ  основаніи  этого  прямоугольника,  на  отвлеченное,  чи¬ 
сло  такихъ  же  единицъ,  содержащихся  въ  высотѣ  той  же  Фигуры. 

Для  измѣренія  площади  какой  ни  есть  плоской  Фигуры,  на¬ 
примѣръ  прямоугольника,  надлежитъ,  сообразно  съ  общимъ 
понятіемъ  объ  измѣреніи  величинъ,  избрать  единичную  площадь, 
и  потомъ,  чрезъ  послѣдовательное  наложеніе  ея  на  данную, 
или  инымъ  образомъ,  опредѣлить,  сколько  разъ  эта  единичная 
площадь  содержится  въ  измѣряемой.  Тогда,  по  найденному 
отвлеченному  числу,  будетъ  ли  оно  соизмѣримое  или  нѣтъ, 
пріобрѣтемъ  точное  понятіе  о  величинѣ  измѣряемой  площади. 

Единичная  площадь,  какъ  по  виду  такъ  и  но  величинѣ 
своей,  можетъ  быть  произвольная.  Самый  простой  видъ  ея 
былъ  бы  равносторонній  треугольникъ;  но  нашли  болѣе  удоб¬ 
нымъ  употреблять  квадратъ  по  причинѣ  легкости,  съ  которой 
равныя  квадратныя  Фигуры  укладываются  однѣ  возлѣ  другихъ, 
не  оставляя  между  собою  никакихъ  промежутковъ.  Послѣ  этихъ 
объясненій,  которыя  полезно  сопровождать  наглядными  примѣ¬ 
рами,  можно  уже  перейти  къ  доказательству  слѣдующаго 
основнаго  предложенія: 

Площадь  прямоугольника  равна  произведенію  изъ  его  осно- 

Прсд.і.  83. 

вангя  на  высоту. 

Это  произведеніе  изображаетъ,  какъ  уже  сказано  выше, 
отвлеченное  число;  но  какъ  оно  принимается  здѣсь  за  мѣру 
площади,  то  и  будетъ  означать  число  квадратныхъ  единич¬ 
ныхъ  плогцадей,  помѣщающихся  въ  разсматриваемой  Фигурѣ. 
Объясним!,  это  подробнѣе. 

Пусть  будетъ  8  площадь  прямоугольника  АВСІ),  Л  В  его 
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основаніе  и  ЛС  его  высота;  положимъ  также,  что  на  линіи  ЕР,  «|>ш-.  2а. 
равной  единичной  длинѣ,  построенъ  квадратъ  ЕРСН.  Ежели 
выразимъ  линіи  АВ  и  АС  въ  частяхъ  ЕР=ЕС=1  (Отдѣлъ 
И,  №  8),  то  получимъ  АВ=аХЕР  и  АС=/*ХЕР,  гдѣ  а  и  К 
будутъ  означать  извѣстныя  отвлеченныя  числа.  Сравнимъ  те¬ 
перь  площадь  8  прямоугольника  АВСО  съ  площадью  5  квадра¬ 
та  ЕРСН,  который,  очевидно,  также  можетъ  быть  принятъ  за 
прямоугольникъ,  имѣющій  высоту  равную  основанію.  Въ  си¬ 
лу  предложенія  82  получимъ 

8  :  8  =  АВ  X  АС  :  ЕР  X  ЕС; 

наблюдая  же,  что  АВ=аХ^^>  АС=/іХ^Р  и  ЕР:=ЕС,  най¬ 
дется  изъ  предъидущей  пропорціи 

8  =  а  X  к  X  *• 

Слѣдовательно,  площадь  8  прямоугольника  А15СО  будетъ  за¬ 
ключать  въ  себѣ  столько  квадратныхъ  площадей  я,  сколько  со¬ 
держится  отвлеченныхъ  единицъ  въ  произведеніи  двухъ  чи¬ 
селъ  а  и  к.  Напримѣръ,  еслибъ  АВ  было  въ  4  раза,  а  АС 
въ  2%  раза  болѣе  линейной  единицы  ЕР,  то  заключили  бы, 
что  8  въ  4Х2/4=*0  разъ  больше  площади  я  квадрата  ЕРСН. 

Наконецъ,  принявъ  площадь  я  квадрата  ЕРСН,  построеннаго 
на  сторонѣ  равной  единицѣ,  за  единичную  площадь,  и  допу¬ 
стивъ  поэтому  я  =  1 ,  получимъ  просто  8  —  а  X  к,  согласно 
съ  смысломъ  предложенія  88. 

29.  Дв&  параллелограмм,  имѣющіе  равныя  основанія  и  ^ 

высоты,  равномѣрны. 

Эта  теорема,  вмѣстѣ  съ  предложеніями  81  и  82,  влечетъ 
за  собою  слѣдствія: 

Площади  двухъ  параллслограмовъ,  имѣющихъ  равныя  осно-  ^  85 
ванія,  относятся  между  собою  какъ  ихъ  высоты. 

Площади  двухъ  параллслограмовъ ,  имѣющихъ  какія  ни  есть 
основанія  и  высоты,  относятся  между  собою  какъ  про  -  щ>еді.  80 
пзвсдснія  ихъ  основаніи  на  высоты. 
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Ире.м.  87. 


Прсдл.  88. 


II ролл.  89. 


Далѣе,  показавъ,  что 

Площадь  треугольника  равна  половить  площади  параллело- 
грама,  имѣющаго  съ  нимъ  одно  основаніе  и  высоту. 

Преподаватель,  въ  силу  предложенія  83,  выведетъ  заклю¬ 
ченіе: 

Площадь  треугольника  равна  его  основанію,  помноженному 
на  половину  высоты. 

Чтобы  найти  площадь  какого  ни  есть  многоугольника,  раз¬ 
биваютъ  его  на  треугольники,  площади  которыхъ  опредѣляют¬ 
ся  уже  непосредственно  на  основаніи  прсдл.  8Ъ.  Такъ,  на¬ 
примѣръ,  для  трапеціи  будетъ: 

Площадь  трапеціи  равна  полу-суммѣ  параллельныхъ  ея  сто¬ 
ронъ ,  помноженной  на  разстояніе  между  ними. 

30-  Показавъ,  что  площадь  правильнаго  многоугольника 
равна  его  периметру,  умноженному  па  половину  апотемы, 
должно  будетъ  замѣтить,  что  это  правило  справедливо,  какъ 
бы  велико  не  было  число  сторонъ  разсматриваемаго  многоу¬ 
гольника.  Слѣдовательно,  принявъ  круговую  линію  за  правиль¬ 
ный  многоугольникъ,  состоящій  изъ  безконечнаго  числа  неиз¬ 
мѣримо-малыхъ  сторонъ,  окажется,  что  площадь  круга  равна 
Прел  л.  90.  Пр0извсденію  его  окружности  на  половину  радіуса.  Означивъ 
чрезъ  К  радіусъ  разсматриваемаго  круга,  получимъ  слѣдующія 
приближенныя  величины  для  его  площади: 

22  0 

По  Архимеду :  -у  X  I*2, 

По  Мецгю:  ^  X  Н2. 


Отношеніе  окружности  къ  діаметру  условились  означать 
буквою  те;  поэтому  площадь  круга  изобразится  чрезъ  теВ2. 

Площадь  сектора  равна  произведенію  дуги  его  на  половину 
радіуса. 

Такъ  какъ  секторъ  состоитъ  изъ  сегмента  и  треугольника, 
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то  вычтя  изъ  площади  сектора  площадь  треугольника ,  полу¬ 
чимъ  плоіцадь  сегмента. 

Само  собой  разумѣется,  что  при  подобныхъ  измѣреніяхъ, 
дуга  непремѣнно  должна  быть  выражена  въ  тѣхъ  же  самыхъ 
единицахъ  какъ  радіусъ. 

Говоря  о  площади  круга,  Преподаватель  упомянетъ  о  ква¬ 
дратурѣ  круга ,  какъ  о  задачѣ  невозможной ,  состоящей  въ  опре¬ 
дѣленіи,  посредствомъ  циркуля  и  линейки,  стороны  квадрата , 
равномѣрнаго  съ  даннымъ  кругомъ.  Основываясь  на  мѣрѣ  те.  К2 
площади  круга,  выведенной  выше,  онъ  замѣтитъ,  что  сіороиа 
искомаго  квадрата  изобразитъ  среднюю  пропорціональную  ли¬ 
нію  между  полуокружностію  и  ея  радіусомъ.  Поэтому,  еслибъ 
возможно  было  найти  геометрически  прямую  линію,  равную 
полуокружности  даннаго  круга,  то  задача  о  квадратурѣ  рѣша¬ 
лась  бы  очень  просто  (Отдѣлъ  VI,  №  22).  Но  такое  спрям¬ 
леніе,  въ  строгомъ  смыслѣ,  не  можетъ  быть  найдено,  и  искать 
его  значитъ  искать  невозможнаго.  Подобнаго  рода  невозмож¬ 
ности  встрѣчаются  и  въ  другихъ  случаяхъ.  Напримѣръ,  сслибь 
искали  такое  ариѳметическое  дробное  число,  котораго  квадратъ 
равенъ  2,  то  доказали  бы  весьма  простымъ  образомъ,  что  по¬ 
добнаго  числа  не  можетъ  быть;  это  самое  навело  бы  насъ  на 
понятіе  о  числахъ  ирраціональныхъ.  Почти  тоже  имѣетъ  мѣ 
сто  и  съ  отношеніемъ  окружности  къ  діаметру :  разница  со¬ 
стоитъ  только  въ  томъ,  что  это  отношеніе  не  просто  ирраціо¬ 
нальное,  какъ  выше,  а  число  особеннаго  рода,  принадлежащее 
къ  разряду  такъ  называемыхъ  математиками  чиселъ  трансцен¬ 
дентныхъ,  которыя  не  могутъ  быть  выражены  ни  посредствомъ 
ариѳметическихъ  чиселъ,  ни  помощію  ирраціональныхъ. 

Въ  заключеніе  Преподаватель  замѣтитъ,  что  еслибъ  даже 
точное  геометрическое  спрямленіе  окружности  и  было  воз¬ 
можно,  то  это  не  повело  бы  насъ  рѣшительно  ни  къ  какому 
полезному  приложенію,  потому  что  упоминаемое  спрямленіе 
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произведено  посредствомъ  вычисленія  съ  такимъ  приближе¬ 
ніемъ,  которое  далеко  превосходитъ  всѣ  требованія  практики. 
И  такъ,  занимающіеся  рѣшеніемъ  задачи  о  квадратурѣ  круга , 
съ  одной  стороны  теряютъ  время,  а  съ  другой,  изобличаютъ 
свое  незнаніе  наукъ  математическихъ.  Это  замѣчаніе  равно 
относится  къ  задачамъ:  о  раздѣленіи  угла  на  три  рав¬ 
ныя  части,  объ  удвоеніи  куба  и  другимъ  подобнымъ.  Мы 
считаемъ  необходимымъ  для  Преподавателей  настаивать  на 
сдѣланныхъ  нами  замѣчаніяхъ,  чтобъ  отклонить  воспитанни¬ 
ковъ  отъ  попытокъ,  къ  которымъ  нѣкоторые  легко  пристра¬ 
щаются,  теряя  на  нихъ  время,  столь  необходимое  для  пріо¬ 
брѣтенія  полезныхъ  знаній. 

31.  Доказавъ  предварительно,  что  площади  подобныхъ  тре¬ 
угольниковъ  пропорціональны  квадратамъ  сходственныхъ 
сторонъ ,  Преподаватель  распространитъ  это  предложеніе  на 
какіе  ни  есть  подобные  многоугольники,  разбивъ  ихъ  на  тре¬ 
угольники,  которые  также  будутъ  подобны  ( Прсдл .  67).  И 
такъ 

Площади  подобныхъ  многоугольниковъ  относятся  между 
Прел.* .  91.  собою  какъ  квадраты  сходственныхъ  ихъ  сторонъ,  или  дру¬ 
гихъ  сходственныхъ  линіи. 

Отсюда  выведемъ  слѣдствія: 

Плогцади  правильныхъ  подобныхъ  многоугольниковъ  отно- 
п  ре  л-1 .  92.  сятсл  между  собою  какъ  квадраты  радіусовъ,  вписанныхъ 
или  описанныхъ  около  нихъ  окружностей. 

Площади  круговъ  пропорціональны  квадратамъ  ихъ  радіу - 

Прсдл.  93. 

совъ. 

Преподаватель  докажетъ  Пиѳагорову  теорему  (См.  для  сли¬ 
ченія  Отдѣлъ  У,  №  15)  какъ  Эвклидъ,  то  есть,  разбивъ 
квадратъ,  построенный  на  гипотенузѣ,  на  два  прямоугольни¬ 
ка,  соотвѣтственно  равномѣрные  съ  квадратами,  построенными 
на  двухъ  катетахъ,  и  замѣтитъ,  что  это  предложеніе  открыто 


Пиѳагоромъ,  однимъ  изъ  древнѣйшихъ  Греческихъ  математи¬ 
ковъ,  жившимъ  за  600  лѣтъ,  до  Р.  X.  Потомъ,  въ  силу  предл. 

91,  онъ  выведетъ  слѣдующую,  болѣе  общую  теорему: 

Площадь  какой  ни  есть  фигуры,  построенной  на  гипоте¬ 
нузѣ,  равна  суммѣ  площадей  подобныхъ  си  фигуръ,  постро-  Предл.  9і. 
енныхъ  на  катетахъ. 

Основываясь  на  этой  теоремѣ,  н  замѣтивъ,  что  всѣ  полуо¬ 
кружности  могутъ  быть  принимаемы  за  подобныя  Фигуры, 
выводится  непосредственно  предложеніе  о  Гиппократовыхъ  му- 
почкахъ,  тѣмъ  примѣчательное,  что  въ  слѣдствіе  его,  площадь, 
ограниченная  двумя  круговыми  дугами,  равномѣрна  съ  пло¬ 
щадью  прямолинейной  Фигуры,  именно  съ  площадью  треуголь¬ 
ника.  Гиппократъ  Хіосскій,  предложившій  эту  теорему,  былъ, 
знаменитый  Греческій  геометръ,  жившій  за  450  лѣтъ  до  Р.  X. 

32.  Предметъ  этого  параграфа  состоитъ  въ  доказательствѣ 
слѣдующихъ  двухъ  предложеній : 

Л  о  всякомъ  треугольникѣ  АВС  квадратъ  стороны  А  В,  Фиг.  26. 
лежащей  противъ  остраго  угла  С,  равенъ  суммѣ  квадратовъ 
двухъ  другихъ  сторонъ  ВС  и  АС,  безъ  удвоеннаго  прямоуголъ-  предл.  93. 
тиса,  построеннаго  па  сторонѣ  ВС  и  линіи  СВ,  заключаю¬ 
щейся  между  вершиною  угла  С  и  основаніемъ  П  перпендику¬ 
ляра,  опущеннаго  изъ  А  на  сторону  ВС.  И  такъ ,  будетъ 

ав2  =  вс2-{- ас*-2вс  х"сл. 

По  всякомъ  треугольникѣ  АВС  квадратъ  стороны  А  В,  <1>иг  27. 
лежащей  противъ  тупого  угла  С,  равенъ  суммѣ  квадратовъ 
двухъ  другихъ  сторонъ  ВС  и  АС,  сложенной  съ  удвоеннымъ 
прямоугольникомъ,  построеннымъ  па  сторонѣ  ВС  и  линіи  пРед1,  96- 
СП,  заключающейся  между  вершиною  угла  С  и  основаніемъ 
Б  перпендикуляра ,  опущеннаго  изъ  А  на  сторону  ВС.  И  такъ, 
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О  Т  Д  I»  Л  I»  VIII. 

Задачи,  относящіяся  къ  вычисленію  площадей. 

Для  примѣненія  пройденнаго  къ  практикѣ,  а  равно  для  то¬ 
го,  чтобъ  ознакомить  воспитанниковъ  съ  графическими  пріёма¬ 
ми  Геометріи  и  съ  употребленіемъ  инструментовъ,  необходимо 
упражнять  ихъ,  по  мѣрѣ  возможности,  рѣшеніемъ  разныхъ 
задачъ,  относящихся  къ  VII  Отдѣлу,  и  преимущественно 
слѣдующихъ,  вошедшихъ  въ  Программу: 

33-  Даппыіі  многоугольникъ  обратить  въ  другой,  равно¬ 
мѣрный  съ  нимъ,  и  имѣющій  меньшее  число  сторонъ.  Обра¬ 
тить  многоугольникъ  въ  равномѣрный  съ  нимъ  квадратъ . 
Найти  площадь  многоугольника  помощію  масштаба. 

34-  Найти,  съ  требуемою  точностію,  радіусъ  круга,  имѣ¬ 
ющаго  данную  площадь.  Найти  радіусъ  круга,  котораго  пло¬ 
щадь  равна  суммѣ  или  разности  площадей  двухъ  данныхъ 
круговъ. 

35.  Найти  по  приближенію  площадь  криволинейной  фи¬ 
гуры. 

Фиг.  28.  Способъ  трапецій.  Пусть  будетъ  АСМОВ  площадь  кри¬ 
волинейнаго  сегмента,  ограниченнаго  кривою  линіею  СМВ, 
прямою  ЛВ  и  двумя  перпендикулярами  АС  и  ВО  къ  линіи 
АВ.  Раздѣляемъ  прямую  АВ  на  нѣсколько  равныхъ  частей 
Ар,  рр' ,  р'В  (на  чертежѣ  на  три) ;  чѣмъ  размѣры  Фигуры 
будутъ  значительнѣе,  и  чѣмъ  требуется  большая  точность  при 
опредѣленіи  ея  площади  Р,  тѣмъ  эти  части  должны  быть 
меньше.  Изъ  точекъ  дѣленія  р,  р'  возставляемъ  перпендику¬ 
ляры  рт,  р'т'\  при  достаточномъ  сближеніи  прямыхъ  АС, 
рт,  р*т\  В  Г),  дуги  С  т,  тт\  тг  О  будутъ  мало  разнство¬ 


вать  отъ  соотвѣтственныхъ  имъ  хордъ  Ст,  тт' ,  т'  1),  и  тогда, 
за  площадь  Р,  можно  принять  по  приближенію  сумму  Р'  пло¬ 
щадей  трапецій  АСгор,  ртт'р',  р'т’Х) В.  Слѣдовательно,  по¬ 
ложивъ  Ар==рр'=р'І)=а,  получимъ 

р,_АС+тр  у„+рт+р'т>  Х„+Р,’в'+Вр у„ 
или 

Р'— рт-\-р' т' 

И  такъ,  для  опредѣленія  площади  криволинейнаго  сегмента, 
основаніе  его  раздѣляютъ  на  равныя  части,  и  изъ  точекъ  дѣ¬ 
ленія  возставляютъ  перпендикуляры  къ  нему;  потомъ  берутъ 
полу-сумму  двухъ  крайнихъ  перпендикуляровъ ,  и  придаютъ  къ 
ней  сумму  всѣхъ  среднихъ.  Произведеніе  найденной  полной 
суммы  на  длину  одной  изъ  равныхъ  частей,  опредѣлитъ,  по 
приближенію ,  искомую  площадь. 

Способъ  прямоугольниковъ.  Каждую  изъ  прежнихъ 
частей  Ар,  рр',  р'В  раздѣляемъ  по-поламъ,  и  изъ  точекъ  дѣле¬ 
нія  д, у',?"  возставляемъ  перпендикуляры  дп,  д'п' ,  д"п".  Потомъ 
вычисляемъ  площади  прямоугольниковъ  АЕРр,  рЕ'Р'р', 
р'Е^Р'В.  Сумма  этихъ  площадей,  которую  означимъ  чрезъ 
Р",  изобразитъ,  приблизительно,  искомую  площадь  Р  криволи¬ 
нейнаго  сегмента.  И  такъ 

Р,,—а')ф  [дп-\-д,п,-{-д,'п,г). 

Это  выраженіе  опредѣляетъ  Р  точнѣе,  чѣмъ  предъидущее, 
вычисленное  посредствомъ  трапецій. 

Основываясь  на  Высшемъ  Анализѣ,  можно  доказать,  что 
2Р"-4--Р' 

средняя  величина  - - : -  еще  съ  большею  точностно  изобра- 
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зитъ  площадь  Р  криволинейнаго  сегмента.  Вычисливъ  эту  ве¬ 
личину,  получимъ 


\Н 

і>_  2Р"-4-Я'_^ѵ(  і  лс  _4_  %дп  рт  2?Ѵ-|-р'т' 4- 
з  з  \  2 

принявъ  же  Ар—а^=%Ь ,  найдется 

р  __  1х  [  АС-\~^дп-\-^рт^Ц,п,-\-^р,т,-\-^ 'т’^ВЬ  | , 
въ  чёмъ  и  состоитъ  Сіімпсопова  теорема,  имѣющая  многія 
приложенія,  преимущественно  въ  Практической  Механикѣ. 

Послѣ  этихъ  подробностей  Преподаватель  покажетъ  ка¬ 
кимъ  образомъ  опредѣляется,  по  приближенію,  площадь  какой 
ни  есть  криволинейной  Фигуры  чрезъ  предварительное  разло¬ 
женіе  ея  на  сегменты. 

Этими  упражненіями  кончится  курсъ  2-го  года.  Если  поз¬ 
волитъ  время,  то  очень  полезно  сдѣлать  краткій  обзоръ  всего 
пройденнаго  изъ  Геометріи,  не  останавливаясь  на  подробно¬ 
стяхъ,  но  излагая  сущность  главныхъ  предметовъ  науки,  и 
обозначая  послѣдовательные  переходы  отъ  одного  Отдѣла  къ 
другому  по  Конспекту. 


ТРЕТІЙ  ГОДЪ. 

ГЕОМЕТРІЯ  ВТ.  ПРОСТРАНСТВ*. 

О  Т  Д  1»  л  Ъ  IX. 

Прямыя  линіи  и  плоскости,  разсматриваемыя  въ 

ПРОСТРАНСТВѢ. 

Курсъ  3-го  года  Преподаватель  начнетъ  обозрѣніемъ  суще¬ 
ственныхъ  статей,  составляющихъ  предметъ  Плоской  Геометріи. 
При  такомъ  перечнѣ;  онъ  долженъ  преимущественно  обратить 
вниманіе  воспитанниковъ  на  главныя  основанія,  или,  такъ  ска¬ 
зать,  на  точки  опоры  Начальной  Геометріи.  Онъ  покажетъ, 
что  всѣ  геометрическія  истины,  пройденныя  въ  первые  два 
года,  основаны  на  немногихъ  началахъ,  къ  которымъ,  прежде 
всего,  должно  отнести  предварительныя  понятія  о  простран¬ 
ствѣ  и  о  трехъ  родахъ  протяженіи;  понятіе  о  прямой  ли¬ 
ніи,  о  плоскости  и  о  первоначальныхъ  ихъ  свойствахъ.  Далѣе, 
совокупленіе  прямыхъ  на  плоскости  приведетъ  естественнымъ 
образомъ  къ  разсматриванію  угловъ,  линіи  наклонныхъ  и  пер¬ 
пендикулярныхъ  къ  другимъ  и  наконецъ  къ  линіямъ  параллель¬ 
нымъ.  Теорія  параллельныхъ  линіи,  неоспоримо,  есть  важ¬ 
нѣйшая  въ  Геометріи;  на  ней  основываются  всѣ  дальнѣйшія 
изслѣдованія.  Изъ  нея  выводится  теорія  пропорціональныхъ 
линій,  не  менѣе  плодовитая,  которая  доставляетъ  способы  для 
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сравненіи  и  измѣреніи  линій  и  Фигуръ,  что  собственно  соста¬ 
вляетъ  предметъ  Плоской  Геометріи,  На  тѣхъ  же  самыхъ  на¬ 
чалахъ  основана  и  Геометріи  въ  пространствѣ.  При  этомъ 
бѣгломъ  обзорѣ  должно  также  привести  главныя  предложенія, 
относящіяся  къ  исчисленнымъ  статьямъ,  разумѣется  безъ  дока¬ 
зательства.  Таковы  напримѣръ  свойства  параллельныхъ  линій, 
равенство  треугольниковъ,  пропорціональность  линій,  измѣре¬ 
ніе  и  сравненіе  площадей. 

Приведя  такимъ  образомъ  на  память  воспитанникамъ  прой¬ 
денное  ими  изъ  Геометріи  въ  первые  два  учебные  года,  Пре¬ 
подаватель  перейдетъ  къ  прямому  предмету  курса,  къ  началь¬ 
нымъ  основаніямъ  Геометріи  въ  пространствѣ,  которая 
имѣетъ  предметомъ  изслѣдованіе  различныхъ  совокупленій 
прямыхъ  линій  и  плоскостей  въ  пространствѣ,  также  срав¬ 
неніе  и  измѣреніе  геометрическихъ  тѣлъ. 

1.  Повторивъ  сказанное  о  плоскости  въ  Введеніи  ( Опред . 
5,  Предлож.  6,  7  и  8),  Преподаватель  дополнитъ  эти  объяс¬ 
ненія  слѣдующими  предложеніями: 

Двѣ  параллельныя  линіи  опредѣляютъ  положеніе  плос¬ 
кости. 

Прямая  линія  или  вся  лежитъ  на  плоскости,  или  пересѣ¬ 
каетъ  ее  въ  одной  точкѣ,  или  параллельна  ей.  Точку  пере¬ 
сѣченія  называютъ  въ  такомъ  случаѣ  основаніемъ  прямой. 

Общее  пересѣченіе  двухъ  плоскостей  есть  прямая  линія. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  если  бъ  предположили,  что  изъ  числа  точекъ, 
общихъ  обѣимъ  плостостямъ,  три  не  находятся  на  одной  и 
той  же  прямой  линіи,  то  отсюда  слѣдовало  бы  заключить, 
противно  предположенію,  что  разсматриваемыя  двѣ  плоскости 
сливаются  въ  одну,  ибо  каждая  изъ  нихъ  проходила  бы  чрезъ 
однѣ  и  тѣ  же  точти  (Введеніе,  Предл.  7). 

Общее  пересѣченіе  трехъ  плоскостей  вообще  есть  точка, 
но  можетъ  быть  и  прямая  линія. 
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Такъ  какъ  двѣ  плоскости  пересѣкаются  но  прямой,  то  долж¬ 
но  искать  пересѣченіе  прямой  съ  плоскостію,  которое  вообще 
будетъ  точкою,  или,  въ  частномъ  случаѣ,  прямою  линіею,  и 
тогда  послѣдняя  будетъ  принадлежать  всѣмъ  тремъ  плоско¬ 
стямъ  (Предл.  98). 

Замѣтимъ  теперь,  что  чрезъ  прямую  линію  можно  провести 
безчисленное  множество  различныхъ  плоскостей,  и  что  эта 
прямая  будетъ  общимъ  ихъ  пересѣче'ніемъ.  Сверхъ  того,  гакъ 
какъ  из ь  всякой  точки,  взятой  на  упоминаемой  линіи,  можно 
возставить  къ  ней  одинъ  перпендикуляръ  въ  каждой  изъ  плос¬ 
костей,  о  которыхъ  говоримъ,  то  отсюда  заключаемъ,  что 
прямая  въ  пространствѣ  допускаетъ  безчисленное  множество 
перпендикуляровъ  въ  каждой  изъ  своихъ  точекъ;  но  всѣ  эти 
перпендикуляры  проведены  въ  различныхъ  плоскостяхъ. 

Если,  въ  двухъ  точкахъ  прямой,  вообразимъ  два  перпенди¬ 
куляра  къ  ней  въ  различныхъ  плоскостяхъ,  то  получимъ  двѣ 
линіи,  которыя  очевидно  не  встрѣтятся,  и,  вмѣстѣ  съ  гЬмъ, 
не  будутъ  параллельны  между  собою,  потому  что  не  находят¬ 
ся  въ  одной  плоскости.  Такимъ  образомъ  прямыя  въ  простран¬ 
ствѣ  могутъ  не  пересѣкаться,  и  быть  между  тѣмъ  не  парал¬ 
лельными. 

Прямолинейныя  Фигуры,  которыя  не  лежатъ  всѣми  своими 
сторонами  на  одной  плоскости,  называются  косыми  многоуголь¬ 
никами.  Простѣйшая  изъ  нихъ,  сомкнутая,  есть  очевидно 
косой  четыреугольникъ . 

2.  Мы  сей-чаоъ  упомянули  о  безчисленномъ  множествѣ  пер¬ 
пендикуляровъ  къ  прямой  линіи,  возставленныхъ  изъ  одной  и 
той  же  ея  точки,  но  въ  различныхъ  плоскостяхъ;  всѣ  эти  пер¬ 
пендикуляры  находятся  въ  одной  плоскости,  которая,  конечно, 
не  проходитъ  чрезъ  разсматриваемую  прямую.  И  такъ 

Всѣ  перпендикуляры  къ  прямой  въ  какой  ни  есть  ея  точкѣ,  Пред.і.  юі. 
находятся  въ  одной  плоскости , 
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Это  основное  предложеніе,  важнѣйшее  въ  настоящемъ  От¬ 
дѣлѣ,  доказывается  очень  просто  слѣдующимъ  образомъ:  пусть 
Фпі.  29.  будетъ  прямая  АВ,  проведемъ  чрезъ  нее  двѣ  плоскости,  и  въ 
каждой  изъ  нихъ  возставимъ  перпендикуляръ  къ  А  В  въ  какой 
ни  есть  ея  точкѣ  О.  Эти  два  перпендикуляра  ОС  и  ОИ,  какъ 
линіи  пересѣкающіяся  въ  О,  опредѣлятъ  плоскость  Р,  въ  кото¬ 
рой  непремѣнно  будутъ  заключаться  и  всѣ  прямыя,  проходя¬ 
щія  чрезъ  О  перпендикулярно  къ  АВ.  Дѣйствительно,  сверхъ 
проведенныхъ  сей-часъ  чрезъ  линію  АВ  двухъ  плоскостей, 
которыя,  для  краткости,  назовемъ  буквами  а  и  (3,  вообразимъ 
третью  плоскость  у,  проходящую  чрезъ  ту  же  прямую  АВ,  но 
впрочемъ  совершенно  произвольную.  Слѣдуетъ  доказать,  что 
перпендикуляръ  къ  АВ,  возставленный  изъ  точки  О  въ  плос¬ 
кости  у,  будетъ  находиться  въ  то  же  время  и  въ  плоскости 
Р,  или  что  всё  равно,  совпадетъ  съ  общимъ  пересѣченіемъ 
двухъ  плоскостей  Р  и  у.  Означимъ  на  чертежѣ  это  общее 
пересѣченіе  Р  съ  у  чрезъ  ОЕ;  такимъ  образомъ  три  линіи 
ОС,  ОИ  и  О Е  будутъ  находиться  въ  одной  плоскости  Р.  Соеди¬ 
нимъ  точку  С  съ  точкою  Е  прямою  СЕ,  которая,  если  нужно 
продолженная,  необходимо  встрѣтитъ  линію  ОИ,  напримѣръ  въ 
точкѣ  13.  Отложимъ  потомъ  на  прямой  А  В,  по  обѣ  стороны  О, 
произвольныя,  но  равныя  части  О  А  и  ОВ,  и  проведемъ  пря¬ 
мыя  АС,  АО,  АЕ,  ВС,  ВО,  ВЕ. 

Чтобы  не  различать  между  собою  случаевъ,  когда  пересѣче¬ 
ніе  плоскостей  Р  и  у  лежитъ  между  двумя  перпендикулярами 
ОС  и  00  къ  АВ,  или  внѣ  ихъ,  какъ  представлено  на  черте¬ 
жѣ,  назовемъ  ту  изъ  точекъ  О  или  Е,  которая  принадлежитъ 
перпендикуляру,  буквою  Р,  а  точку,  лежащую  на  пересѣченіи 
Р  съ  у,  буквою  С. 

Такъ  какъ  треугольники  АСР  и  ВСР  имѣютъ  стороны  АС= 
ВС,  АР=ВР  и  бокъ  СР  общій,  то  они  равны  между  собой; 
слѣдовательно  углы  ихъ  при  С  одинаковы,  Равенство  же  уг- 
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ловъ  при  С  влечетъ  за  собою  и  равенство  треугольниковъ  АСС 
и  ВСС,  потому  что  стороны  ихъ,  между  которыми  заключаются 
равные  углы  при  С,  соотвѣтственно  равны,  почему  и  АС= 
ВО.  Изъ  этого  послѣдняго  равенства  непосредственно  заклю¬ 
чаемъ,  что  линія  00  перпендикулярна  къ  АВ,  согласно  съ 
тѣмъ  что  имѣли  въ  виду  доказать  ). 

И  такъ  плоскость  Р,  заключающая  два  перпендикуляра  къ 
прямой  АВ ,  возставленные  изъ  О,  будетъ  заключать  и  всѣ 
перпендикуляры  къ  ней,  проведенные  въ  этой  самой  точкѣ. 
Такую  плоскость  называютъ  перпендикулярною  къ  линіи  АВ  въ 
точкѣ  О,  а  прямую  АВ,  перпендикуляромъ  къ  плоскости  Р  въ 
въ  той  же  точкѣ. 

Очевидно,  что  всякая  прямая,  проведенная  чрезъ  точку  О 
въ  плоскости  Р,  перпендикулярной  къ  линіи  АВ,  будетъ  сама 
перпендикулярна  къ  АВ,  ибо  проведенную  прямую  можно  прини¬ 
мать  за  пересѣченіе  проходящей  чрезъ  нее  и  чрезъ  АВ  плос¬ 
кости  съ  плоскостію  Р. 

Чтобы  прямая  была  перпендикулярна  къ  плоскости  въ  точкѣ 
О,  сама  плоскость  необходимо  должна  быть  перпендикулярна 
къ  этой  прямой,  и  слѣдовательно  должна  содержать  два  перпен¬ 
дикуляра  къ  ней,  проходящихъ  чрезъ  О.  И  такъ,  прямая  бу¬ 
детъ  перпендикулярна  къ  плоскости  въ  точкѣ  О ,  когда  будетъ 
перпендикулярна  къ  двумъ  прямымъ ,  проведеннымъ  чрезъ  О  въ 
разсматриваемой  плоскости. 

Изъ  сказаннаго  усматриваемъ  также,  что  въ  каждой  точкѣ 
прямой  линіи  будетъ  всегда  перпендикулярная  къ  ней  плос¬ 
кость ,  и  при  томъ  только  одна.  Въ  самомъ  дѣлѣ  ясно,  что 
не  можетъ  быть  различныхъ  плоскостей,  содержащихъ  всѣ  пре- 
пендикуляры  къ  прямой  въ  одной  ея  точкѣ.  И  на  оборотъ:  изъ 


(■)  Это  остроумное  доказательство  сообщено  мнѣ  Академикомъ  Л Т.  В. 
Остроірадскимъ. 
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каждой  точки  О  плоскости  Р  можно  возставить  къ  ней  перпен¬ 
дикуляръ.  Для  доказательства,  проведемъ  чрезъ  точку  О  въ 
плоскости  Р  произвольную  прямую  О,  и  вообразимъ  перпенди¬ 
кулярную  къ  ней  плоскость  Р',  проходящую  чрезъ  ту  же  точ¬ 
ку  О.  Прямая,  проведенная  чрезъ  О  въ  плоскости  Р'  перпен¬ 
дикулярно  къ  пересѣченію  плоскостей  Р'  и  Р,  будетъ  требуе¬ 
мый  перпендикуляръ.  Дѣйствительно,  такъ  какъ  эта  прямая 
перпендикулярна  и  къ  линіи  Б,  потому  что  находится  въ  плос¬ 
кости  Р'  перпендикулярной  къ  ней,  и  къ  пересѣченію  Р'  съ 
Р,  то  и  будетъ  перпендикулярна  къ  двумъ  линіямъ,  лежащимъ 
въ  плоскости  Р. 

Изъ  точки  О,  взятой  на  плоскости  Р,  можно  возставитъ 
къ  ней  только  одинъ  перпендикуляръ. 

Въ  самомъ  дѣлѣ,  еслибъ  могли  быть  два  перпендикуляра,  то 
проведя  чрезъ  нихъ  плоскость,  напримѣръ  Р',  оказалось  бы, 
что  каждый  изъ  нихъ  перпендикуляренъ  къ  общему  пересѣ¬ 
ченію  двухъ  плоскостей  Р'  и  Р.  что  невозможно. 

Изъ  предложенія  101  выводимъ  слѣдствія: 

1°.  Перпендикуляръ  къ  плоскости  короче  всякой  наклонной, 
почему  онъ  и  служитъ  мѣрою  разстоянія  точки  отъ  пло¬ 
скости. 

2°.  Наклонныя  къ  плоскости,  равноудаленныя  отъ  основанія 
перпендикуляра,  равны  между  собою;  изъ  наклонныхъ 
же  неравноудаленныхъ,  та  длиннѣе ,  которая  отстоитъ 
далѣе  отъ  этого  основанія. 

3.  Всякая  линія ,  параллельная  перпендикуляру  къ  плос¬ 
кости,  будетъ  также  перпендикулярна  къ  этой  плоскости, 
и  обратно. 

Отсюда  проистекаетъ  слѣдствіе:  двѣ  линіи,  параллельныя 
третей ,  параллельны  между  собой,  хотя  бы  эти  три  прямыя 
и  не  находились  въ  одной  плоскости. 

Изъ  точки  С,  внѣ  плоскости  Р,  можно  опуститъ  на  послѣд- 
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пюю  одинъ  томно  перпендикуляръ.  Дѣйствительно,  вообразимъ,  •  ^  ^ 
что  изъ  какой  ни  есть  точки  О  плоскости  Р  возставленъ  къ  ней  пер¬ 
пендикуляръ  ОА-,  проведемъ  чрезъ  данную  точку  С  линію  СВ, 
параллельную  ОА,  разумѣя  подъ  В  точку  встрѣчи  прямой  СВ 
съ  плоскостію  Р.  Эта  прямая  СВ  будетъ  перпендикулярна  къ  , 

Р.  Другаго  перпендикуляра  СИ  быть  не  можетъ,  ибо  онъ  дол¬ 
женъ  быть  параллеленъ  найденному  СВ,  и  между  тѣмъ  прохо¬ 
дить  чрезъ  общую  съ  нимъ  точку  С/ Или,  иначе:  допустивъ 
существованіе  этого  новаго  перпендикуляра,  и  соединивъ  В  съ 
]>  МЬІ  получили  бы  треугольникъ  СВВ,  имѣющій  два  прямые 
угла  при  В  и  при  Б,  что  очевидно  невозможно. 

4.  Условясь  въ  смыслѣ  линій  и  плоскостей  параллельныхъ 
данной  плоскости,  Преподаватель  перейдетъ  къ  доказательству 
слѣдующихъ  предложеній,  указывая  на  ихъ  сходство  съ  теоре¬ 
мами  №  №  4*  и  5  (Отдѣлъ  I): 

Прямая,  параллельная  другой  прямой,  проведенной  въ  нѣ-  ПрсД1  103. 
которой  плоскости,  будетъ  параллельна  этой  самой  плос¬ 
кости. 

Двѣ  плоскости,  перпендикулярныя  къ  одной  прямой,  парал-  Прсдл>  10і. 
лелъпы  между  собой. 

Прямыя  пересѣченія  двухъ  параллельныхъ  плоскостей  тре-  Пре1,  юн. 
тею,  параллельны  между  собой. 

Прямая,  перпендикулярная  къ  одной  изъ  двухъ  плоскостей  Предл<  10б 
взаимно-параллельныхъ,  будетъ  перпендикулярна  и  къ  другой. 

5.  Части  параллельныхъ  линій,  заключающіяся  между  Пред|  107 
двумя  параллельными  плоскостями,  равны  между  собой. 

Отсюда  слѣдуетъ,  что  двѣ  параллельныя  плоскости  во  всѣхъ 
точкахъ  равно  отстоятъ  одна  отъ  другой.  Изъ  того  же  предло¬ 
женія  заключаемъ,  что  чрезъ  опредѣленную  точку  можно  про¬ 
вести  только  одну  плоскость,  параллельную  другой. 

Когда  стороны  двухъ  угловъ,  лежащихъ  въ  разныхъ  плос¬ 
костяхъ,  соотвѣтственно  параллельны  и  направлены  въ  одну 
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Пред.*.  108.  сторону,  то  эти  два  угла  равны  между  собою,  а  плоскости 
ихъ  взаимно  параллельны . 

Слѣдствіе.  Если  двѣ  параллельныя  плоскости  пересѣкутся 
двумя  другими  плоскостями,  образующими  углы  на  двухъ 
первыхъ ,  то  эти  углы  будутъ  равны  между  собою. 

Предл.  109.  Части  двухъ  прямыхъ  линій,  отсѣкаемыя  тремя  парал¬ 
лельными  плоскостями,  пропорціональны  между  собой. 

6,  Двуграннымъ  угломъ  называется  совокупленіе  двухъ 
Онред.  но.  встрѣчающихся  плоскостей,  ограниченныхъ  при  линіи  общаго 
ихъ  пересѣченія. 

Прямая  пересѣченія  называется  ребромъ  угла,  а  двѣ  плос¬ 
кости,  его  гранями  или  сторонами.  Условнсь  въ  обозначеніи 
двуграннаго  угла  четырьмя  буквами,  Преподаватель  докажетъ 
равенство  линейныхъ  угловъ,  составляемыхъ  перпендикулярами 
къ  общему  пересѣченію,  проведенными  въ  каждой  грани.  От¬ 
сюда  онъ  заключитъ,  что  когда  два  двуграные  угла  имѣютъ 
одинъ  и  тотъ  же  линейный  уголъ  между  перпендикулярами, 
то  они  равны  между  собою. 

Уголъ,  составляемый  двумя  перпендикулярами  къ  ребру, 
проведенными  въ  каждой  грани,  называется  угломъ  наклоненія, 
и  служитъ  мѣрою  двуграннаго  угла.  Когда  этотъ  уголъ  пря¬ 
мой,  то  грани  или  плоскости  взаимно  перпендгікулярны. 

Потомъ  Преподаватель  замѣтитъ,  что  двугранные  углы  имѣ¬ 
ютъ  тѣ  же  свойства,  какъ  и  линейные,  именно:  при  пересѣченіи 
двухъ  плоскостей,  протѵвуположные  углы  равны  между  со¬ 
бою ,  а  смежные  составляютъ  вмѣстѣ  два  прямые  угла;  всѣ 
прямые  двугранные  углы  равны  между  собою;  при  пересѣченіи 
двухъ  параллельныхъ  плоскостей  третею  плоскостію,  между 
полученными  двугранными  углами  будутъ  существовать  тѣ 
же  самыя  отношенія,  какъ  и  между  углами,  которые  проис¬ 
ходятъ  отъ  пересѣченія  прямого  двухъ  параллельныхъ  линій. 
Далѣе,  онъ  перейдетъ  къ  доказательствуслѣдующихъ  предложеній: 


Всякая  плоскость,  проходящая  чрезъ  перпендикуляръ  къ 
другой  плоскости,  перпендикулярна  къ  ней. 

Когда  двѣ  плоскости  взаимно  перпендикулярны,  то  всякій 
перпендикуляръ  къ  общему  пересѣченію  въ  одной  изъ  нихъ , 
будетъ  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  перпендикуляромъ  и  ісъ  другой  плос¬ 
кости. 

Общее  пересѣченіе  двухъ  плоскостей,  перпендикулярныхъ  къ 
третей,  также  перпендикулярно  и  къ  послѣдней. 

О  Т  Д  В  Л  I»  х. 

О  МНОГОГРА  Н  Н  НЫХЪ  УГЛАХЪ  И  О  МНОГОГРАННИКАХЪ. 

7.  Многограннымъ  угломъ  называется  совокупленіе  трехъ 
или  большаго  числа  плоскостей,  встрѣчающихся  въ  одной 
точкѣ,  и  ограниченныхъ  при  ней.  Преподаватель  замѣтитъ, 
что  трегранный  уголъ  есть  самый  простой  изъ  многогранныхъ 
угловъ;  потомъ,  условясь  въ  наименованіяхъ  вершина,  рсбры, 
грани,  плоскіе  и  двугранные  углы  даннаго  многограннаго  угла, 
онъ  докажетъ  слѣдующія  предложенія: 

Въ  многогранномъ  углѣ  какой  ни  есть  плоскій  уголъ  менѣе 
суммы  всѣхъ  остальныхъ. 

Доказавъ  сперва  это  предложеніе  обыкновеннымъ  образомъ 
для  треграннаго  угла,  Преподаватель  распространитъ  теорему 
и  на  общій  случай  употребляя  слѣдующій  пріёмъ: 

Положимъ,  напримѣръ,  что  разсматривается  пятигранный 
улолъ  АВС  ИБО,  и  требуется  доказать,  что  уголъ  АОЕ  менѣе 
суммы  остальныхъ  четырехъ  угловъ 

АОВ,  ВОС,  СОБ  и  ВОЕ. 

Проведемъ  плоскость  чрезъ  прямыя  АО  и  СО;  въ  трегран- 
номъ  углѣ  АВСО  получимъ 


Предл.  111. 


Предл.  112. 


Предл.  ИЗ. 


Опрел.  114. 


Предл.  П8. 


Фиг.  31. 
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уголъ  АОС<угла  АОВ-{-уг.ВОС. 

Проведя  плоскость  АОБ,  найдемъ 

уголъ  АОБ<уг.АОС-1-уг.СОБ. 

Наконецъ 

уголъ  АОЕ<уг.АОБ-{-уг.БОЕ. 

Сложивъ  эти  три  неравенства,  получимъ  по  сокращеніи 
уголъ  АОЕ<уг.АОВ-1-уг.ВОС-|-уг.СОВ-{-уг.ВОЕ. 
иредл.  но.  всякомь  мпоюграппош  углѣ,  съ  углами  исходящими , 

сумма  всѣхъ  плоскихъ  угловъ  менѣе  четырехъ  прямыхъ. 

Трегранпые  углы  равны  между  собою,  когда  составлены  изъ 
ііредл.  117.  взаимно-равныхъ  и  одинаковымъ  образомъ  расположенныхъ 
плоскихъ  угловъ. 

Доказательство  этого  предложенія  можно  изложить,  для 
простоты,  слѣдующимъ  образомъ:  пусть  данные  три  плоскіе 
угла,  составляющіе  каждый  изъ  двухъ  данныхъ  трегранныхъ 
Фиг.  32  Угловъ>  будутъ  АОВ,  ВОС  и  СОБ.  Положимъ  сперва,  что  всѣ 
три  находятся  въ  одной  плоскости.  Отложимъ  отъ  точки  О  на 
прямыхъ  ОА  и  ОБ  произвольныя  равныя  части  ОЬ  и  ОМ,  и 
изъ  точекъ  Ь  и  М  опустимъ  перпендикуляры  БР  и  МО  на  сто¬ 
роны  ОВ  и  ОС  угла  ВОС.  Положимъ  топерь,  что  грань  СОБ 
обращаемъ  около  ОС,  пока  она  не  совмѣстится  съ  плоскостію 
ВОС,  и  не  приметъ  положенія  СОБ';  то  же  самое  дѣлаемъ  съ 
гранью  АОВ,  обращая  её  около  стороны  ОВ,  пока  она  не  при¬ 
метъ  положенія  ВОА'.  Въ  силу  предложенія  115  линія  ОА' 
будетъ  непремѣнно  ближе  къ  ОС  чѣмъ  ОБ';  поэтому,  вовре¬ 
мя  движенія,  двѣ  стороны  ОБ  и  ОА,  или  ОБ'  и  ОА',  пере¬ 
шли  одна  за  другую,  и  при  переходѣ,  кромѣ  точки  О,  имѣли 
еще  другую  общую  точку,  напримѣръ  Би  М;  слѣдовательно 
онѣ  сливались  въ  одну  линію,  изображающую  третье  ребро 
треграннаго  угла.  Такъ  какъ  при  одинаковомъ  расположеніи 
плоскихъ  угловъ  въ  двухъ  трегранныхъ  углахъ,  совмѣщеніе 
сторонъ  ОБ  и  ОА  можетъ  произойти  только  одинъ  разъ  во 
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время  движенія,  то  и,  заключаемъ,  что  трегранныи  уголъ  впол¬ 
нѣ  опредѣляется  приведенными  выше  условіями. 

Когда  въ  одномъ  трегранномъ  углѣ  два  линейные  угла  п 
взаимное  ихъ  наклоненіе  порознь  равны  тѣмъ  же  частямъ  Предл  ш 
другаго,  и  расположены  одинаково  въ  обоихъ,  то  эти  два 
трегранпые  угла  равны  между  собою. 

Это  предложеніе  доказывается  очень  простымъ  образомъ  по¬ 
казавъ,  что  при  совмѣщеніи  частей,  по  условно  равныхъ  меж¬ 
ду  собой,  остальныя  части  двухъ  трегранныхъ  угловъ  будутъ 
также  порознь  равны,  и  сверхъ  того  совмѣстятся. 

8.  Всякое  совокупленіе  плоскостей,  ограничивающихъ  часть 
пространства,  называется  многогранникомъ. 

Раздѣленіе  многогранниковъ  но  числу  граней  на  четырегран- 
ники,  пятигранники,  шестигранники  и  проч.  Ребра,  грани, 
вершина,  діагонали,  діагональныя  плоскости,  плоскіе  и  двугран¬ 
ные  углы  многогранника.  Многогранникъ  съ  исходящими  п  вхо¬ 
дящими  углами.  Здѣсь  будутъ  разсматриваться  только  первые. 

Самое  опредѣленіе  многогранниковъ  приводитъ  къ  заключе¬ 
нію,  что  простѣйшій  изъ  нихъ,  но  числу  граней,  есть  четыре- 
гранишь  или  тетраэдръ,  имѣющій  относительно  геометриче¬ 
скихъ  тѣлъ  такое  же  значеніе,  какъ  треугольникъ  въ  разсуж¬ 
деніи  прямолинейныхъ  Фигуръ.  Вслѣдъ  за  этимъ  Преподаватель 
укажетъ  на  правильный  тетраэдръ  или  правильный  четыре- 
гранникъ,  и  объяснитъ  другіе  виды  многогранниковъ,  именно: 
пирамиду  съ  раздѣленіемъ  ея  на  треугольную,  четыреуголъ- 
ную,  пятиугольную  и  проч.;  пирамиду  правильную  и  непра¬ 
вильную,  усѣченную  плоскостію  параллельною  ея  основанію; 
призму  прямую  и  наклонную-,  призму  усѣченную.  Потомъ 
исчислитъ  различные  виды  призмъ,  какъ  то:  параллелепипедъ, 
прямоугольный  параллелепипедъ,  кубъ  или  правильный  шести¬ 
гранникъ,  указывая  вмѣстѣ  съ  тѣмъ  на  свойства  этихъ  много¬ 
гранниковъ  относительно  равенства  извѣстныхъ  ихъ  частей. 
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Равнымъ  образомъ  онъ  покажетъ  и  построеніе  всѣхъ  поимено¬ 
ванныхъ  выше  многогранниковъ. 

Опредѣленіе  поверхности  какого  ни  есть  многогранника  не 
требуетъ  никакихъ  новыхъ  предложеній.  Найдя  по  правиламъ, 
изложеннымъ  въ  Отдѣлѣ  VII,  площадь  каждой  его  грани,  и 
сложивъ  потомъ  всѣ  эти  площади,  найдется  искомая  поверх¬ 
ность.  Преподаватель  покажетъ,  что  для  правильныхъ  пира¬ 
мидъ  и  вообще  для  правильныхъ  многогранниковъ,  а  также 
для  призмъ,  опредѣленіе  поверхностей  можетъ  быть  упрощено. 
Нѣсколько  численныхъ  примѣровъ  опредѣленія  поверхностей 
многогранниковъ  объяснитъ  сказанное  самымъ  удовлетвори¬ 
тельнымъ  образомъ. 

Два  многогранника  равны  между  собою,  когда  всѣ  грани 
одного  соотвѣтственно  равны  гранямъ  другаго,  одинаково 
расположены  въ  обоихъ ,  и  равно  наклонены  одна  къ  другой. 

Для  простоты,  нѣтъ  надобности  разбирать,  какія  изъ  при¬ 
веденныхъ  условій  будутъ  лишними  *).  Достаточно  замѣтить, 
что  для  призмы  и  пирамиды  требованіе,  относящееся  къ  ра¬ 
венству  всѣхъ  граней  (вмѣсто  трехъ)  и  взаимнаго  наклоненія 
сторонъ,  можетъ  быть  опущено.  И  такъ 

Двѣ  призмы  или  двѣ  пирамиды  равны,  когда  грани,  соста¬ 
вляются  одинъ  изъ  трегранныхъ  угловъ  въ  одной  изъ  нихъ, 

Предл.  119. 

равны  тѣмъ  же  частямъ  въ  другой,  и  при  томъ  одинаково 
расположены  въ  обѣихъ. 

Подобными  многогранниками  называются  такіе,  которыхъ 
сходственныя  грани  подобны,  расположены  одинаковымъ  об- 

Опрсд.  120.  ,  . 

разомъ ,  и  составляютъ  по-двѣ  другранные  углы,  соотвѣт¬ 
ственно  равные  въ  разсматриваемыхъ  многогранникахъ. 

Къ  этому  опредѣленію  относится  то  самое  замѣчаніе,  кото- 


(  )  Д'111  сличенія,  отсылаемъ  къ  статьѣ  о  подобныхъ  многоугольникахъ 
(Отдѣлъ  V,  16  и  16). 
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рое  сей-часъ  сдѣлали  въ  разсужденіи  равныхъ  многогранно 
ковъ.  Такъ  для  подобія  призмъ  и  пирамидъ  число  условіи 
уменьшится,  и  получимъ  слѣдующее  предложеніе. 

Двѣ  призмы  или  пирамиды  подобны  между  собой,  когда  > 
грани ,  составляющія  одинъ  изъ  трегранныхъ  угловъ  въ  одной  ш 

изъ  нихъ ,  подобны  тѣмъ  же  частямъ  въ  другой,  и  при  томъ 
одинаково  расположены  въ  обѣихъ. 

Вслѣдъ  за  этимъ  надлежитъ  доказать  предложенія,  относя¬ 
щіяся  къ  сравненію  сходственныхъ  площадей  или  поверхностей 
подобныхъ  многогранниковъ. 

Площади  основаній  двухъ  подобныхъ  призмъ  или  тірамидъ 
относятся  между  собой,  какъ  квадраты  сходственныхъ  реберъ,  Предл.  122. 
или  какъ  квадраты  ихъ  высотъ. 

Разбивъ  данные  подобные  многогранники  на  пирамиды,  до¬ 
кажется  теорема: 

Площади  сходственныхъ  граней  въ  подобныхъ  многогран¬ 
никахъ  относятся  между  собой ,  какъ  квадраты  сходствен-  Прсді  ш 
пыхъ  реберъ,  или  другихъ  сходственныхъ  же  линій  въ  много¬ 
гранникахъ. 

9.  Разсѣкая  пирамиду  плоскостію  параллельною  ея  основа¬ 
нію,  мы  получимъ  двѣ  части:  первая  будетъ  пирамида,  подоб¬ 
ная  цѣлой,  а  другая  часть,  пирамидальный  отрѣзокъ  или 
пирамида  усѣченная.  Это  послѣднее  тѣло  имѣетъ  двѣ  парал¬ 
лельныя  грани,  обыкновенно  называемыя  его  основаніями ; 
прочія  суть  трапеціи.  Преподаватель  докажетъ,  что  цѣлая  пи¬ 
рамида  и  первая  ея  часть  удовлетворяютъ  условіямъ  подобія, 
и  что  слѣдовательно  ихъ  сходственныя  ребра  и  высоты  взаим¬ 
но  пропорціональны,  а  площади  основаній  относятся  между 
собой  какъ  квадраты  сходственныхъ  реберъ,  или  какъ  квад¬ 
раты  высотъ.  Отсюда  непосредственно  слѣдуетъ,  что  въ 
двухъ  пирамидахъ ,  имѣющихъ  равномѣрныя  основанія  и  рае - 
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ныя  высоты,  площади  сѣченіи ,  равноотстоящая  отъ  верши¬ 
ны,  а  поэтому  и  отъ  основаніи,  равны  между  собою. 

Пусть  будутъ  соотвѣтственно  А,  Н,  К,  площадь  основанія, 
высота  и  одно  изъ  реберъ  цѣлой  пирамиды,  а  а,  к,  к,  тѣ  же 
самыя  принадлежности  первой  ея  части;  полагая  при  томъ, 
что  К  и  к  суть  ребра  сходственныя,  получимъ 

П  __  к  №  __  Л2  К2  _  А2 
К  А  А  а  А  а 

или 

Ц  А  Я  _  к  К  _  к 

К  к  у/  а  У/  А  а 

или  еще 

и _ к _ У  а 

к  -  к-  у/-' 

Если  изобразимъ  чрезъ  I  высоту  усѣченной  пирамиды  или 
пирамидальнаго  отрѣзка,  очевидно  равную  разности  И — к,  то 
выведемъ  непосредственно  равенства 

II  к  I 

К  к  ~~  К — к 

П  _  к  _ _ 1_ 

Ѵі~Ѵа~  ѴІ-Ѵа" 

изъ  которыхъ  найдется  высота  I  отрѣзка  чрезъ  сходственныя 
ребра  и  одну  изъ  высотъ  Н  или  к.  Вообще,  эти  равенства 
послужатъ  для  опредѣленія  двухъ  изъ  высотъ  Н,  к,  /,  посред¬ 
ствомъ  третей  и  площадей  основаній  или  сходственныхъ 
реберъ.  , 

10.  Подъ  объёмомъ  многогранника,  или  вообще  какого  ни 
есть  геометрическаго  тѣла ,  разумѣютъ  пространство,  ограни¬ 
ченное  поверхностію  этого  многогранника  или  тѣла.  Когда 
тѣло  есть  пустой  сосудъ,  то  названіе  объёма  часто  замѣняютъ 
наименованіемъ  вмѣстимости.  Тѣла,  различныя  по  виду,  оче¬ 
видно  могутъ  быть  равны  по  объёму.  Такое  равенство  мы  бу- 
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демъ  называть  иногда  равномѣрностію  тѣлъ  по  объёму ,  или, 
для  сокращенія  рѣчи,  просто  равномѣрностію. 

Для  измѣренія  объёма  какого  ни  есть  тѣла,  надлежитъ,  со¬ 
образно  съ  общимъ  понятіемъ  объ  измѣреніи  величинъ,  из¬ 
брать  единичный  объёмъ,  и  потомъ,  чрезъ  послѣдовательное  на¬ 
ложеніе  его  внутри  тѣла,  опредѣлить  сколько  разъ  этотъ  еди¬ 
ничный  объёмъ  содержится  въ  измѣряемомъ.  Тогда,  но  найден¬ 
ному  отвлеченному  числу,  будетъ  ли  ойо  соизмѣримое  или  нѣтъ, 
пріобрѣтемъ  точное  понятіе  о  величинѣ  измѣряемаго  объёма. 

Тѣло,  принимаемое  за  единичный  объёмъ ,  какъ  по  виду  такъ 
„  по  величинѣ  своей,  можетъ  быть  произвольное.  Самый  про¬ 
стой  видъ  его  былъ  бы  правильный  чстырсгранникъ  ).  Но 
нашли  болѣе  удобнымъ  употреблять  правильный  шестигранникъ 
или  кубъ,  по  причинѣ  легкости,  съ  которою  кубическія  тѣла 
укладываются,  не  оставляя  между  собой  никакихъ  промежут¬ 
ковъ. 

Послѣ  этихъ  объясненій,  Предподаватель  докажетъ  обыкно¬ 
веннымъ  образомъ  слѣдующія  предложенія: 

Объёмы  двухъ  прямоугольныхъ  параллелепипедовъ,  имѣю¬ 
щихъ  равныя  основанія,  относятся  между  собою  какъ  ихъ 

Ь  Объёмы  двухъ  прямоугольныхъ  параллелепипедовъ,  имѣю¬ 
щихъ  равныя  высоты,  относятся  между  собою  какъ  ихъ  осно- 

Объёмы  двухъ  какихъ  пи  есть  прямоугольныхъ  параллеле¬ 
пипедовъ  пропорціональны  произведеніямъ  изъ  основанія  на 
высоту  въ  каждомъ  изъ  нихъ. 

Объёмъ  прямоугольнаго  параллелепипеда  равенъ  произведенію  ш 

изъ  основанія  на  высоту,  пли  произведенію  трехъ  со  реберъ. (*) 


(*)  Для  сличенія,  отсылаемъ  къ  Отдѣлу  \  И,  А°  23. 
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Выводя  послѣднюю  теорему,  необходимо  повторить  сказан¬ 
ное  въ  №  28  (Отдѣлъ  VII)  о  смыслѣ,  въ  которомъ  должно 
разумѣть  произведены  линій,  примѣняя  изложенныя  въ  упомина¬ 
емомъ  Л Т  объясненія  къ  тремъ  перемножаемымъ  линіямъ,  или 
къ  произведенію  площади  на  линію. 

Параллелепипеды,  сто  таге  па  одномъ  основаніи ,  и  имѣю- 

ІІрелл.  12о. 

щіе  одинаковыя  высоты,  равномѣрны  по  объёму. 

Для  доказательства  этой  теоремы,  надобно  сравнить  два 
параллелепипеда,  удовлетворяющіе  сказаннымъ  условіямъ,  и 
изъ  которыхъ  одинъ  прямоугольный.  Чтобъ  доказать  равенство 
ихъ  объёмовъ,  должно  различить  два  случая:  1°  когда  двѣ 
параллельныя  грани  одного  параллелепипеда  въ  однѣхъ  плос¬ 
костяхъ  съ  двумя  гранями  другаго;  2°  когда  грани  одного  па¬ 
раллелепипеда  расположены  какъ  ни  есть  въ  разсужденіи  гра¬ 
ней  другаго.  Второй  случай  непосредственно  приводится  къ 
первому  чрезъ  разсмотрѣніе  вспомогательнаго  параллелепипеда. 

Изъ  предложеній  121  и  125  выведемъ  слѣдующее  заклю¬ 
ченіе: 

Объёмъ  какого  ни  есть  параллелепипеда  равенъ  сю  основа¬ 
нье  дл.  126.  г  1 

нію,  умноженному  на  высоту. 

И  такъ,  объёмъ  куба  изобразится  трет  ею  степенью  или 
кубомъ  его  ребра.  Здѣсь  можно  упомянуть  о  задачѣ  объ  удво¬ 
еніи  куба ,  состоящей  въ  опредѣленіи  стороны  правильнаго 
шестигранника,  котораго  объёмъ  вдвое  болѣе  объёма  другаго, 
даннаго  шестигранника.  Объ  этой  задачѣ  должно  разумѣть  то 
же  Самое,  что  замѣчено  было  о  квадратурѣ  круга  и  о  геометри¬ 
ческомъ  раздѣленіи  угла  на  три  части  (Отдѣлъ  VII,  30). 

Означивъ  чрезъ  5,  /і  и  V  основаніе ,  высоту  и  объёмъ  одно¬ 
го  параллелепипеда,  а  чрезъ  51',  Іі  и  V  тѣ  же  величины  въ 
отношеніи  къ  другому,  получимъ,  въ  силу  предл.  126, 

V  =  51і  и  V  —  <?'/»'; 


слѣдовательно 
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V  _  5Л 

и  такъ,  объёмы  двухъ  какихъ  ни  есть  параллелепипедовъ 
относятся  между  собою  какъ  произведеніе  изъ  основанія  на  Продл.  ш. 
высоту  въ  первомъ  изъ  нихъ  къ  подобному  произведенію  въ 
другомъ. 

1 1 .  Прежде  всего  Преподаватель  покажетъ,  что  объёмъ  прямой 
треграннои  призмы  равенъ  половинѣ  объёма  параллелепипеда , 
имѣющаго  съ  призмою  одинаковую  высоту,  а  основаніе  вдвое 
большее.  Послѣ  того  онъ  распространитъ  это  самое  предложе¬ 
ніе  на  случай  треграннои  наклонной  призмы,  заимствуя  дока¬ 
зательство  Г.  Фурнье  изъ  курса  Геометріи  Лакруа  или  Сирод- 
да.  Наконецъ,  разложеніе  какой  ни  есть  призмы  на  треуголь¬ 
ныя,  непосредственно  приведетъ  къ  слѣдствію: 

Объёмъ  какоіі  ни  есть  многогранной  призмы  равенъ  ел  осно-  128 

оангю ,  помноженному  па  высоту. 

Отсюда  слѣдуетъ,  что  объёмы  двухъ  призмъ,  при  равно¬ 
мѣрныхъ  основаніяхъ,  относятся  какъ  ихъ  высоты,  а  при 
равныхъ  высотахъ ,  какъ  ихъ  основанія,  и  вообще  какъ  про¬ 
изведенія  изъ  основаніи  на  высоты. 

Для  сравненія  объёмовъ  двухъ  подобныхъ  призмъ,  замѣтимъ, 
что  изобразивъ  соотвѣтственно  чрезъ  V,  А  и  Я  объёмъ,  осно¬ 
ваніе  и  высоту  одной  изъ  нихъ,  а  чрезъ  ѵ,  а  и  /і;  тѣ  же  вели¬ 
чины  другой,  получимъ 

V  =  А  X  ".  «  =  “  X 

но  какъ  съ  другой  стороны  имѣемъ  {Предл.  122) 

Л _  п~ 

а  А  ’ 

то  найдемъ 

ѵ дл/ Н3 . 

ѵ  а.іі  А3 

Слѣдовательно:  объёмы  двухъ  подобныхъ  призмъ  относятся 
между  собой  какъ  кубы  ихъ  высотъ. 
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По  причинѣ  подобія  призмъ,  отношеніе  кубовъ  высотъ  мо¬ 
жетъ  быть  замѣнено  отношеніемъ  кубовъ  какихъ  ни  есть  сход¬ 
ственныхъ  въ  нихъ  линій. 

Трегранная  усѣченная  призма  разлагается  на  три  тетра¬ 
эдра,  равномѣрные  по  объёму  съ  тремя  другими,  имѣющими 
Прсд.і.  129.  0^щСС  осповап{е  съ  призмою,  а  вершины ,  въ  трехъ  углахъ 

треугольника  другаго  основанія. 

Это  предложеніе  Преподаватель  докажетъ  обыкновеннымъ 
образомъ,  при  чемъ  замѣтитъ,  что  показанное  разложеніе  во¬ 
все  не  зависитъ  отъ  взаимнаго  наклоненія  плоскостей  двухъ 
основаній  призмы,  которыя,  поэтому,  могутъ  быть  и  парал¬ 
лельными  между  собой. 


Выводъ  ОБЪЁМА  МНОГОГРАННОЙ  ПРИЗМЫ,  ОСНОВАННЫЙ  НА 
СПОСОБѢ  БЕЗКОНЕЧНО-МАЛЫХЪ  ВЕЛИЧИНЪ. 

Предложимъ  здѣсь,  для  любителей  Геометріи,  нѣкоторыя  из¬ 
слѣдованія  объ  объёмѣ  многогранной  призмы,  основанныя  на 
способѣ  безконечно-малыхъ  величинъ. 

Положимъ,  что  данную  наклонную  призму,  которую,  для  про¬ 
стоты  чертежа,  примемъ  треугольною,  раздѣлили  на  безконеч¬ 
ное  множество  слоевъ  плоскостями,  параллельными  ея  основанію. 
Доказавъ,  что  всѣ  сѣченія  будутъ  равны  основанію,  и  допу¬ 
стивъ  сверхъ  того,  что  безконечно-малыя  разстоянія  между 
всѣми  пересѣкающими  плоскостями  равны  между  собою,  ока- 
Фнг.  33.  жется,  что  и  всѣ  слои  также  равны.  Пусть  будетъ  АВСаЬс 
одинъ  изъ  этихъ  слоевъ,  3  площадь  основанія  АВС,  а  Ь  неиз¬ 
мѣримо-малая  высота  ага  слоя,  которая  получится  опустивъ 
перпендикуляръ  на  плоскость  АВС  изъ  какой  ни  есть  точки 
плоскости  аЬс,  напримѣръ  изъ  точки  а.  За  объёмъ  слоя  АВСаЬс 
можно  принять  площадь  его  основанія  АВС,  помноженную 
на  высоту  от,  то  есть  произведеніе  8  X  Ь.  Дѣйствительно,  если 
бы  прямая  призма,  построенная  на  треугольникѣ  АВС,  и  имѣю¬ 
щая  высоту  аш,  могла  отличаться  по  объёму  своему  отъ  на¬ 
клонной  АВСаЬс,  то  развЬ  только  объёмомъ  тѣла,  у  котораго 
два  измѣренія  безконечно  малы;  а  какъ  объемъ  8  X  Ь  самой 
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призмы  имѣетъ  только  одно  измѣреніе  Ь  неизмѣримо-малое,  то 
отсюда  и  слѣдуетъ,  что  объёмы  обоихъ  слоевъ  прямого  и  на¬ 
клоннаго,  должно  считать  равными  между  собой  (Отд  »  , 

Л’ 19)  Повторивъ  произведеніе  5  X  ь  столько  разъ,  сколько 
заключается  въ  высотѣ  Н  данной  наклонной  призмы  получимъ 
окончательно  для  мѣры  ея  объёма  произведеніе  8  X  Н,  сооораз- 
ПО  съ  предложеніемъ  128. 

Чтобы  придать  болѣе  строгости  проведенному  сен-час ь  д  - 
казате  іьству,  опустимъ  изъ  точекъ  Ь  и  с  (тотъ  же  чертежъ) 
перпендикуляры  Ьп  и  сЧ,  послѣ  чего  соединимъ  прямыми  осио- 
,.ні.  перпендикуляренъ  ■».  "  »  Ч-  Такимъ  образомъ  „ь.неел 
чертежъ,  получатся  два  пересѣкающіеся  треугольника.  Ясно, 
что  одно  изъ  трехъ  основаній  ш,  и,  ,  будетъ  непремѣнно  на¬ 
ходиться  внутри  треугольника  АВС,  какъ  «  на  чертежѣ,  .  о*- 
тому  именно,  что  треугольникъ  тн,  равенъ  треугольнику  АВС, 
а  разстоянія  Ат,  Вп,  Сч  неизмѣримо  малы.  Соединивъ  съ  п 
„  с  съ  <1,  получится  пятиугольникъ  АВпцС,  котораго  площадь, 
по  причинѣ  неизмѣримо-малыхъ  линій  Вп  и  Сц,  будетъ  безвонеч- 
но  мало  разнствовать  отъ  площади  8  треугольника  АВС,  ит  мъ 
менѣе,  чѣмъ  Ь  меньше.  Изобразимъ  площадь  пятиугольника 

чрезъ  5 -ня,  разумѣя  подъ  я  неизмѣримо-малую  величину.  Если 

теперь  представимъ  себѣ  прямую  призму ,  стоящую  на  основа¬ 
ніи  АВвс,С,  и  имѣющую  высоту  Ь,  то  объёмъ  ся,  въ  слѣдствіе 
сказаннаго  выше,  будетъ  равеи  ь 

(3  +  в)ХЬ  =  8ХЬ-+'вХЬ.  . 

При  томъ  очевидно,  что  объёмъ  разсматриваемаго  слоя  АИЬаЬс 
меньше  сей -часъ  найденнаго  объёма,  потому  что  первый  за¬ 
ключается  во  второмъ.  ,  , 

Совершенно  подобнымъ  образомъ  увидимъ,  что  площадь  шп  «і 
внутренней  Фигуры  безконечно  мало  разнствуетъ,  по  недостатку, 
отъ  площади  8  треугольника  АВС.  Означивъ  чрезъ  в'  пзоытокъ 
площади  треугольника  АВС  предъ  площадью  тп'ц  .  найдемъ 
для  прямой  призмы,  построенной  на  основаніи  ішГц  ,  и  имѣю 
щей  ту  же  высоту  Ь,  выраженіе 

(8  —  б')ХЬ  8ХЪ  —  *'ХЬ. 

Ясно,  что  объёмъ  разсматриваемаго  слоя  АВСаЬс  будетъ  боль¬ 
ше  найденнаго  ссй-часъ  объёма,  такъ  что 
АВСаЬс  >  8Х  Ь  -  8'ХЬ, 

а  сі.  другой  стороны 

АВСаЬс  <  8  ХЬ  +  *ХЬ. 


Фиг.  34, 


щ 
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Если  положимъ,  что  число  всѣхъ  слоевъ  равно  М,  то  МХЛВСаЬс 
изобразитъ  полный  объёмъ  V  разсматриваемой  призмы,  и 
какъ  произведеніе  МХ>‘  равно  полной  ея  высотѣ,  которую  изо¬ 
бразимъ  чрезъ  Н,  то  умноживъ  предъидущія  неравенства  на  М, 
получимъ: 

Ѵ<8ХН+вХН 

„  Ѵ>8ХН  — 8'ХН. 

Теперь  замѣтимъ,  что  принявъ  общую  высоту  Ь  слоевъ  не¬ 
измѣримо-малою.  8  п  «'  будутъ  также  величины  неизмѣримо- 
малыя;  слѣдовательно  и  количества  «ХН  и  8'ХН  такого  же 
свойства  (Отдѣлъ  V,  ЛР  19).  И  такъ,  V  можетъ  отличаться 
отъ  произведенія  8ХН,  по  избытку  или  по  недостатку,  только 
безконечно-малою  величиною,  которую  назовемъ  і.  Поэтому  бу¬ 
детъ 

8  X  Н  —  Ѵ  =  і 
или  V  —  8  X  И  —  і . 

Но  какъ  V  и  8Х  ^  изображаютъ  двѣ  конечныя,  постоянныя 
величины,  то  и  разность  ихъ  будетъ  постоянная,  между  тѣмъ 
какъ  і  есть  величина  меньшая  всякой  данной.  Слѣдовательно, 
въ  силу  нМ  19  (Отдѣлъ  V),  заключаемъ,  что  въ  стро¬ 
гом!»  смыслѣ  V  =  8  X  И,  согласно  съ  предлож.  128. 

12.  На  основаніи  сказаннаго  въ  №  9  этого  Отдѣла,  легко 
доказать  слѣдующую  теорему. 

Объёмы  двухъ  тетраэдровъ ,  имѣющихъ  равномѣрныя  осно- 
Прсдл.  ізо.  вап'я  и  равШ)ія  высоты ,  равны  между  собою. 

Это  предложеніе  распространяется  непосредственно  на  пира¬ 
миды  съ  какими  ни  есть  многоугольными  основаніями. 

Изъ  предложеній  129  и  130  очевидно  слѣдуетъ,  что 

Объёмъ  треугольной  пирамиды  равенъ  произведенію  ея  осно¬ 
ванія  на  треть  высоты. 

Дѣйствительно,  если  положимъ,  что  вмѣсто  отрѣзка  призмы, 
о  которомъ  разумѣютъ  въ  предл.  129,  разсматриваемъ  приз¬ 
му  съ  параллельными  основаніями ,  то  всѣ  три  пирамиды,  на 
которыя  она  разлагается,  будутъ  имѣть  одинаковую  высоту; 
сверхъ  того,  такъ  какъ  у  всѣхъ  трехъ  пирамидъ  общее  осно¬ 
ваніе,  то  объёмъ  каждой  будетъ  равенъ  трети  объёма  призмы, 
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ТО  есть  основанію,  умноженному  но  треть  высоты.  Наконецъ, 
разложивъ  пирамиду  съ  какимъ  ни  есть  многоугольнымъ  осно¬ 
ваніемъ  на  треугольныя,  объёмъ  ея  опредѣлится  по  слѣдую- 
щему  правилу: 

Объёмъ  пирамиды  равенъ  произведенію  ея  основанія  на  ^  ^  ш 
треть  высоты. 

Основываясь  на  предложеніи  129  и  на  найденной  сей-часъ 
мѣрѣ  объёма  пирамиды,  заключаемъ,  что  ЫМм*  треугольной 
усѣченной  призмы  расе, к  произведенію  ея  основаны  на  треть 
суммы  перпендикуляровъ,  опущенныхъ  на  плоскость  этого 
основанія  изъ  трехъ  угловъ  верхняго  сѣченія. 

Изъ  предложенія  131  прямо  выводимъ,  что  объёмы  двухъ 
пирамидъ  7°  при  равііыхъ  основаніяхъ,  пропорціональны  ихъ 
высотамъ ;  2°  при  равныхъ  высотахъ,  пропорціональны  осно¬ 
ваніямъ;  3°  при  какихъ  ни  есть  основаніяхъ  и  высотахъ, 
пропорціональны  произведеніямъ  основаніи  на  высоты. 

Найдемъ  теперь  отношеніе  объемовъ  двухъ  подобныхъ  пи¬ 
рамидъ.  Означивъ  соотвѣтственно  чрезъ  V,  А  и  II  объемъ, 
основаніе  и  высоту  одной  изъ  нихъ,  а  чрезъ  ѵ,  а  и  Ъ,  тѣ  /ке 
принадлежности  другой,  получимъ 

V  — А  ѵ  — °Х  з  * 

въ  силу  же  сказаннаго  пт»  №  8  этого  Отдѣла,  имѣемъ 


и  слѣдовательно 

V А. II И3 

ѵ  а.Ь  Л3 

И  такъ,  объёмы  двухъ  подобныхъ  пирамидъ  относятся  меж¬ 
ду  собой  какъ  кубы  ихъ  высотъ. 

Очевидно,  что  отношеніе  кубовъ  высотъ  можетъ  быть  замѣ¬ 
нено  отношеніемъ  кубовъ  какихъ  ни  есть  сходственныхъ  линіи 
въ  двухъ  подобныхъ  пирамидахъ. 
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Для  опредѣленія  объема  усѣченной  пирамиды,  стоитъ  толь¬ 
ко  изъ  объёма  большей  пирамиды  вычесть  объёмъ  меньшей. 
Пусть  будутъ  V,  А ,  11  объёмъ,  площадь  основанія  и  высота 
большей  пирамиды;  означимъ  малыми  буквами  ѵ,  а,  к  тё  /ье 
самыя  принадлежности  малой  пирамиды.  Имѣемъ 


тг  АП  ак. 

Ѵ=—  и  г,=т. 


слѣдовательно,  изобразивъ  чрезъ  х  искомый  объёмъ  усѣченной 
пирамиды,  получимъ 


х  гг:  У  —  ѵ 


ЛП-аІі 


Съ  другой  же  стороны 


АП  2  Н 

-  —  —  ИЛИ  А— а.  -  ; 
а  —  А  2  л  2 


отсюда 


1  ,  В» 

*=з  (вА«  — **)  =  з  \ — К5  ] 

Но  какъ  1 Р  -  V  =  (Н —  к)  (Я»  +  Як  +  к'),  то  и  найдется 


д_//2 

Наконецъ,  наблюдая,  что  въ  силу  равенства  —  д  21  имѣемъ 


получимъ  Формулу 

, _  ,  .  И— к 

Аа-\~  а)  -у’ 

которая  выражаетъ  слѣдующее  предложеніе: 

Объёмъ  отрѣзка  пирамиды  равенъ  суммѣ  объёмовъ  трехъ  пира¬ 
мидъ,  имѣющихъ  общую  высоту  съ  отрѣзкомъ,  а  основаніями: 
Прсдл.  132.  1°  нижнее  основаніе  отрѣзка,  2°  верхнее  его  основаніе,  и  3° 
среднюю  геометрическую  площадь  между  этими  двумя  осно¬ 


ваніями. 
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выводъ  объема  ПИРАМИДЫ,  ОСНОВАННЫЙ  ПА  Г.ПОСОВН 
Б  ЕЗ  КОПЕЧ  Н  О-М  А  Д  ЫХЪ  II  В.1  И  ЧИНЪ. 

Вообразимъ  ■' :,К У  'о  ;1^ о  Г,' Ѵйі'..  плоское- 

:хіа;:=Го=. 

слои ,  имѣющіе  видъ  усѣчсііиыхч.  и  р  ЛВСаЬс 

основаніями,  подобными  основание  данной.  — 

одинъ  изъ  этикъ  слоевъ,  'І|'“лІ'  асІІОВОнін  теоріи  беэкопеч- 
,цад„  аЬс  меньше^  площади  АВС^асщн  ^  ^  ^ 

но-малыхъ  »ели  ші  ,  стоящей  на  основаніи 

иринать  объемъ  треугольном  пр  .„рному  разстоя- 

АВС,  и  имѣющей  высоту,  р  у  ..р  кс  Дѣйстви- 

„Ію  между  двумя  смежными  „встроимъ  двѣ  ириз- 

телыш,  если,  на  основав, ядъ  АВС  н  аѣс, 

-  т:::^Тр^сГ^міГдв;ъ 

^ГбГоГГо-малая  волн . а  -—и  въ  каждому  нщв 

„НХЪ.  И  такъ,  означивъ  площадь  АВС  чрезъ  А,  У 

чрезъ  К  получимъ  ^  ^  АІІСаЬс=5Х''. 

далѣе,  означимъ  Я "  12,  еГГ 

бразпвъ1  чрезъ  ^площадь  основанія,  получимъ  (*-.  .23) 

5-.  А  =  <?2:  Я2,  откуда  5  — 

слѣдовательно 


Объёмъ  АВСаЬс  X  *■ 

.я  е.  ГГЛІ1ПШ  „позъ  ѵ,,  ѵ9,  ѵ3...  ѵт  объёмы  слоевъ,  со- 

Изобразимъ  теперь  чрезъ  и  ■* 

1  •  „„„г, „г,  ],  о/,  ЗА...  тк—П,  считая  эти  раз- 

отвѣтствуюіція  высотамъ  ,  -  т 

стоянія  отъ  вершины  пирамиды.  Получимъ 

о.  -  к2. к 

1  “  № 

».=т»р*1‘л 


Фиг. 


V 


-  (тк)*.к. 

В * 


18 


Сумма  «і  +  *'.і  +  »'з  +  •••  +  і'і»,  которую  назовемъ  V,  изобра¬ 
зитъ  искомміі  объёмъ  пирамиды.  И  такъ,  найдется 

V  —  4-  (ЭЛ)-1-  +  (ЗА)2  (і іпЛ/2]  х  Л, 

гдѣ  шА  равняется  высотѣ  II  разсматриваемой  пирамиды. 

Покажемъ  теперь,  что  найденное  выраженіе  для  V  приводит¬ 
ся  просто  къ  А.~ ,  сообразно  съ  предл.  131.  Для  этого  раз¬ 
смотримъ  такую  пирамиду,  которой  ъбъёмъ  можетъ  быть  пай- 
день  непосредственно.  Возьмемъ  кубъ,  и  изъ  средины  или  цен¬ 
тра  его,  опредѣляемаго  пересѣченіемъ  трехъ  діагональныхъ 
плоскостей,  проведемъ  плоскости  чрезъ  всѣ  двѣнадцать  его  ре¬ 
беръ.  Такимъ  образомъ  получимъ  шесть  равныхъ  пирамидъ, 
съ  квадратными  основаніями.  Пусть  будетъ  II  высота  каждой 
изъ  этихъ  пирамидъ,  2 II  изобразитъ  сторону  основанія,  а  4//2 
его  площадь.  Такъ  какъ  объёмъ  куба  равенъ  (2^)з  —  8И3,  то 

,  -  8 »»  іПз 

объемъ  каждой  изъ  шести  равныхъ  пирамидъ  оудетъ  _  ♦ 

Каждую  изъ  нихъ  разбиваемъ  на  двѣ  равныя  треугольныя  пи¬ 
рамиды  плоскостію,  проходящею  чрезъ  общую  ихъ  вершину  и 
діагональ  квадратнаго  основанія.  Объёмъ  полученной  такимъ 

1  47/3  2ЯЗ 

образомъ  треугольной  пирамиды  оудетъ  =— .  Внесемъ 

эту  послѣднюю  величину  на  мѣсто  У  въ  нредъидущее  уравненіе, 

и  замѣнимъ  А  площадью  2-\  такъ  что  — — 2.  Предполагая  , 

т  г 

чао  А  не  измѣнилось,  и  не  теряя  изъ  виду,  что  полная  высота 
т/і  =  1І  одинакова  для  обѣихъ  пирамидъ,  получимъ 

^-3  =  2  [  А 2  -н  (2 Л)  *  -+-  (ЗА)2  -Н...-Г-  (тА) 2  ]  ХЛ - 

И  такъ 

т 

[Л®  -н  (2 Л, 2  -д-  (ЗА) 2  -Н...-Д-  (яіЛ) 2  ]Х  Л  . 

Внеся  эту  величину  вь  общее  рыраженіе  для  Г,  получимъ 
окончательно 

Ѵ—АХ"' 

что  и  с.гіідовало  доказать. 

Если  бы  желали  съ  большею  строгостію  доказать  справедливость 
замѣнснія  объёма  слоя  АВСаЬс  произведеніемъ  *$ХА,  то  раз¬ 
суждали  бы  слѣдующимъ  образомъ:  опустивъ,  кань  сдѣлано  для 


<Ічіг.  30. 
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призмы,  перпендикуляры  ат,  Ьп.  сП  на  плоскость  ЛВС,  п  сое- 
дннлвті  потомъ  эти  точки  прямыми  линіями,  получимъ  два  пе¬ 
ресѣкающіеся  треугольника  АВС  и  тпЧ.  Должно  замѣтить,  что 
по  крайней  мѣрѣ  одна  изъ  трехъ  точекъ  ш.  и,  п  будетъ  находить¬ 
ся  внѵтрп  треугольника  АВС,  потому  что  треугольникъ  шш, 
меньше  треугольника  АВС,  и,  сверхъ  того,  разстоянія  Ат,  Вн,  СЧ 
неизмѣримо-малы.  Означимъ  площадь  АВС  чрезъ  5,  а  высоту 
слоя  чрезъ  А;  далѣе,  пусть  будетъ  .  неизмѣримо-малая  пло¬ 
щадь  ВпПС,  а  «'  избытокъ  площади  треугольника  АВС  предъ 
«лошадью  треугольника  тш|.  Построимъ  теперь  двѣ  прямыя 
призм ы  СП.  обіцею  высотою  А,  одну,  имѣющую  основаніемъ 
пятиугольникъ  АВицС.,  а  другую,  на  основаніи  тік|.  Объемы 
этихъ  двухъ  призмъ  будутъ  соотвѣтственно  {Предл.  128) 

(Я  +  в)  X  А  =  Я  X  *  *  X  А 

п  (5-80ХЛ=5ХА-*'ХА. 

Очевидно,  что  объёмъ  разсматриваемаго  слоя  АВСаЬс  заклю¬ 
чается  между  двумя  найденными,  такт»  что 
АВСаЬс  <  5Х  А-ь«Х  * 
и  АВСаЬс >5Х А  — «'  ХА- 

Замѣтимъ  теперь,  что  отношенія 

«Хл_!_  0<>  =  *' 

5ХЛ“«  "  8Хк  5 

суть  количества  безконечно-малыя,  почему,  въ  слѣдствіе  ска¬ 
заннаго  въ  Ж  19  (Отдѣлъ  V),  члены  «ХА  п  «' X  ,1  должны 
быть  откинуты;  и  такъ,  объёмъ  АВСаЬс  выразится  просто 
произведеніемъ  $ХЛ  »Р»  А  неизмѣримо-маломъ. 

13.  Объёмъ  какого  пи  есть  многогранника  получится  разло¬ 
живъ  его  предварительно  на  пирамиды,  или  плоскостями  про¬ 
веденными  чрезъ  вершину  произвольнаго  многограннаго  угла, 
или  принявъ  за  вершину  какую  ни  есть  внутреннюю  точку  въ 
м  но  г оу гол  ьн  и кѣ . 

За  симъ  Предподаватель  докажетъ  слѣдующее  предложеніе: 

Объёмы  подобныхъ  многогранниковъ  пропорціональны  кубамъ  ^  ^  ш 
сходственныхъ  ихъ  линіи . 

Правильными  многогранниками  называются  такіе,  которые 
ограничены  равными  правильными  многоугольниками,  и  имѣютъ 
равные  многогранные  углы. 


ио 


Основываясь  на  предложеніи  И 6  легко  доказать,  что  пра¬ 
вильныхъ  многогранниковъ,  съ  исходящими  углами,  не  можетъ 
быть  болѣе  пяти ,  а  именно:  три  многогранника,  имѣющіе 
гранями  равносторонніе  треугольники,  одинъ  —  квадраты,  и 
еще  одинъ  —  правильные  пятиугольники. 

Посредствомъ  строгихъ  соображеніи,  на  которыхъ  Преподава¬ 
телю  нѣтъ  надобности  останавливаться,  доказываютъ,  что  дѣй¬ 
ствительно  существуетъ  пять  правильныхъ  мноюгранниковъ, 
которымъ,  по  числу  граней,  присвоены  особыя  названія,  а 
именно: 

Правильный  тетраэдръ  или  правильный  четырегранникъ , 
ограниченный  четырьмя  равными  равносторонними  треугольни¬ 
ками. 

Экзаэдръ  или  кубе,  ограниченный  шестью  равными  квадратами. 

Октаэдръ  или  правильный  осьмиграннгтъ ,  ограниченный 
осьмыо  равными  равносторонними  треугольниками. 

/Іодекаэдръ  или  правильный  двѣнадцатигранникъ,  ограни¬ 
ченный  двѣнадцатью  равными  правильными  пятиугольниками. 

Икосаэдръ  или  правильный  двадцатигранникъ ,  ограниченный 
двадцатью  равными  равносторонними  треугольниками. 

Преподаватель  упомянетъ  только  о  звѣздообразныхъ  правиль¬ 
ныхъ  многогранникахъ  ( роіуссігеа  ёІогШ)  съ  углами  выходя¬ 
щими  *). 

Для  упражненія  и  повторенія  пройденнаго  въ  этомъ  Отдѣлѣ 
надобно  непремѣнно  предлагать  воспитанникамъ  примѣры  измѣ¬ 
ренія  объёмовъ  правильныхъ  и  неправильныхъ  многогранниковъ. 


С)  Г.  Ііоэпсо  первый  открылъ  »  описалъ  ігь  своемъ:  Штогге  зиг  Іез  ро- 
іудопез  е(  Іез  роІуЫгез,  четыре  новые  правильные  многогранника,  съ  ^.ходя¬ 
щими  многогранными  углами.  Г.  Коши ,  въ  16-й  тетради  Журнала  Политех¬ 
нической  Школы,  па  1813  годъ,  доказалъ,  что  болѣе  четырехъ  новыхъ  пра¬ 
вильныхъ  многогранниковъ,  найденныхъ  Г.  Поэосо,  существовать  не  можетъ. 
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о  Т  Д  •»  ъ  ХІ- 


О  КРУГЛЫХЪ  ТѢЛАХЪ. 

,4  Всякая  плоская  «тура,  обращающаяся  около  испода,,- 

называемое  тѣломъ  вращенія. 

Въ  Начальной  Геометріи  разсматриааютса  только  три  р  Д< 
такихъ  тѣлъ,  которыя  называютъ  круглыми  тѣлами,  именно. 

■С  г:::.: г:,::::  : 

неподвижную.  Далѣе,  слъдуы  у  «окован 

производящая  или  ребро,  основатя,  выпук лая  и, 

поверхность  и  объёмъ  цилиндра. 

Прямой  конусъ  сотъ  тѣло,  образуемое  обращенъ  «рпмо- 
т0  іяаго  треугольника  около  одного  изъ  его  гсатетоеъ,  прчгш- 
иаемаго  за  неподвижны!,.  -  Вершима,  ось,  высота,  производя¬ 
сь  „ли  ребро,  основаніе,  выпуклая  или  боковая  повертеть 

"  “шаръ  ТыГтѣло,  образуемое  обращеніемъ  полуопрумспостп 
около  ея  діаметра,  принимаемаго  за  неподвижны*.  - 
радіусъ,  діаметръ,  поверхность,  объемъ  тара.  рсподзя 
ге1Ь  объяснитъ  также  названія,  сфврпнвЫЧ  треугольникъ, 
еторокы  и  углы  его.  полю съ,  поясъ,  шаровой  сегментъ  и 

“поелі  ГиТ 'опредѣленіи  надлежитъ  доказать  но  порядку 

слѣдующія  предложенія:  ■ 

Сѣкшіе  прямого  цилиш)ра  плоскостію  перпендикулярною 

къ  со  оса.  есть  кругъ,  равный  каждом,  изъ  основаньи,  а  Щвлл. 


4 


ш 


плоскостію  перпендикулярною  къ  основаніямъ,  прямоуголь¬ 
никъ. 

Сѣченіе  прямою  конуса  плоскостію  перпендикулярною  къ 
іірс.і.і.  135.  ст  осп,  есть  кругъ,  а  плоскостію  проходящею  чрезъ  его  ось, 
треугольникъ. 

Здѣсь  можно  замѣтить,  что  при  данномъ  положеніи  сѣкущей 
плоскости,  получатся  кривыя  линіи,  называемыя  коническими 
сѣченіями,  свойства  которыхъ  изслѣдованы  знаменитымъ  Гре¬ 
ческимъ  Геометромъ  Аполлоніемъ ,  жившимъ  за  200  лѣтъ  до 
Р.  X.  Изъ  древнихъ  Геометровъ,  первое  мѣсто,  послѣ  Архи¬ 
меда,  безспорно  принадлежитъ  упоминаемому  Аполлонію, 
іірцд.і.  ізв.  Сѣченіе  шара  плоскостію  есть  кругъ. 

Когда  сѣкущая  плоскость  проходитъ  чрезъ  центръ  шара,  то 
сѣченіе  называется  большимъ  кругомъ ,  а  когда  не  проходитъ 
чрезъ  него,  —  малымъ  кругомъ. 

Касательная  плоскость  къ  шару  есть  плоскость ,  имѣющая 
только  одну  точку  общую  съ  ею  поверхностію.  Легко  видѣть, 
что  всякая  плоскость,  проходящая  чрезъ  конецъ  радіуса  шара, 
и  перпендикулярная  къ  этому  радіусу,  удовлетворяетъ  условію 
касанія.  Дѣйствительно,  какую  бы  точку  не  взяли  на  этой  плос¬ 
кости,  если  только  она  не  точка  касанія,  то  разстояніе  ея  отъ 
центра  шара  будетъ  болѣе  его  радіуса,  въ  отношеніи  къ  кото¬ 
рому  оно  наклонно. 

Кратчайшее  разстояніе  между  двумя  точками,  взятыми 
Ирид.*.  137.  на  шаровой  поверхности,  измѣряется  дугою  большаго  круга , 
заключают, еюс я  между  данными  двумя  точками. 

Это  предложеніе,  необходимое  въ  послѣдствіи  для  Матема¬ 
тической  Географіи ,  можно  доказать  очень  просто,  безъ  пособія 
свойствъ  сферическаго  треугольника  на  слѣдующемъ  основаніи: 

Фш  37  Пусть  будутъ  А  и  В  двѣ  точки,  данныя  на  поверхности 
шара-,  проводимъ  чрезъ  нихъ  и  чрезъ  центръ  С  плоскость, 
-которая  разсѣчетъ  шаръ  по  дугѣ  АМН  большаго  круга.  Надоб- 


Ш 

по  доказать,  что  эта  дуга  АМН  изобразитъ  кратчайшее  раз- 
стояніе  двѵхъ  точекъ  А  и  «  '«а  сферической  поверхности. 

Вообразимъ,  противно  сказанному,  что  кратчайшая  линія  меж¬ 
ду  А  и  В  не  есть  дуга  АМН  большаго  круга,  а  какая  ни 
есть  линія  АаЬЫВ.  Разложимъ  эту  линію  на  безконечное  мно¬ 
жество  неизмѣримо-малыхъ  прямыхъ,  составляющихъ,  поло¬ 
жимъ,  ломаную  линію  АаЬссІ[уВ;  каждая  ея  точка,  находясь  ф«„  ая. 
па  поверхности  шара,  будетъ  равно  удалена  отъ  его  центра  С. 

Соединимъ  всѣ  точки  А,а,Ь,с .  до  В  съ  центромъ,  и  чрезъ 

каждыя  двѣ  смежныя  линіи  АС  и  аС,  аС  и  ОС,  ОС  и  сС  и  гакъ 
далѣе  до  уС  и  ВС,  проведемъ  плоскости,  ограниченныя  этими 
самыми  линіями;  проведемъ  также  плоскость  чрезъ  прямыя 
АС  и  ПС.  Такимъ  образомъ  получимъ  многогранный  уголъ  въ 
центрѣ  шара  С.  Теперь,  на  основаніи  пред  л.  П5,  сумма 

всѣхъ  линейныхъ  угловъ  АСа,  аСЬ,  ЬСс  .  до  у  СИ  будетъ 

болѣе  угла  АС  В.  Слѣдовательно,  если  развернемъ  въ  плоскость 
часть  АаЬс<Іс[уВС  многограннаго  угла,  то,  по  причинѣ  равен¬ 
ства  линіи  АС,  аС,  ОС,  сС, . уС,ВС,  изображающихъ  радіу¬ 

сы  одного  и  того  же  шара,  получимъ  плоскую  фигуру  Л  а' О 
с'<1'е'['у'В'С',  въ  которой  уголъ  А*  С  В*  будетъ  болѣе  угла  АС  В. 

Но  такъ  какъ  прямыя  ДѴ,«Т,  ОТ . у' В’  означаютъ  величины 

неизмѣримо-малыя, то  совокупность  ихъ,  изображающую  по  пред¬ 
положенію  кратчайшее  разстояніе  между  точками  А  и  В  на 
шарѣ,  можно  будетъ  замѣнить  дугою  А'а'О' .  у' В' ,  описан¬ 

ною  радіусомъ  шара  изъ  центра  С.  Съ  другой  же  стороны, 
такъ  какъ  уголъ  А'С'В'  болѣе  угла  АС  В,  то  и  заключаемъ, 
что  А'а'О ' у' В'  болѣе  дуги  АМН,  которая,  поэтому,  изо¬ 
бразитъ  кратчайшее  разстояніе  между  двумя  точками  А  и  В 
на  шаровой  поверхности. 

15.  Основываясь  на  замѣчаніи,  что  кругъ  можетъ  быть 
замѣненъ  правильнымъ  многоугольникомъ,  имѣющимъ  неизмѣ¬ 
римо-малыя  стороны,  заключаемъ,  чго  можно  принять  цилиндръ 
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за  призму,  конусъ  за  пирамиду,  наконецъ,  усѣченный  конусъ 
за  отрѣзокъ  пирамиды.  Поэтому,  найденныя  къ  предъиду- 
іцемъ  Отдѣлѣ  X  выраженія  для  поверхностей  и  объёмовъ 
призмъ  и  пирамидъ  будутъ  приличествовать  цилиндрамъ  и 
конусамъ,  когда,  въ  этихъ  выраженіяхъ,  замѣнимъ  периметръ 
и  площадь  основанія,  окружностію  и  площадью  круга,  а  ребро 
призмы  и  пирамиды,  —  производящею  цилиндра  и  конуса. 
Такимъ  образомъ  выведемъ  непосредственно  слѣдующія  пред¬ 
ложенія,  относящіяся  къ  прямымъ  цилиндрамъ  и  конусамъ  съ 
круговыми  основаніями: 

Боновая  поверхность  прямого  цилиндра  съ  круговымъ  осію - 
Ирсд.і.  13Р.  ваніемъ  ровна  окружности  основанія,  помноженной  на  произ- 
вод тирую  или  на  высоту  его. 

Объёмъ  того  же  цилиндра  равенъ  площади  основанія ,  по- 

Пі.едл.  13». 

множенной  на  высоту. 

Боковая  поверхность  прямого  конуса  съ  круговымъ  основа- 
ііредл»  110.  ніемъ  равна  произведенію  окружности  основанія  на  половину 
производящей. 

Объёмъ  того  же  конуса  равенъ  площади  основанія,  помно- 

Прсд.і.  іи. 

женноіі  на  треть  высоты. 

На  основаніи  этихъ  предложеній  выводимъ  слѣдующія  заклю¬ 
ченія: 

Боковыя  поверхности  двухъ  прямыхъ  цилиндровъ  относят¬ 
ся  между  собой  какъ  произведенія  радіусовъ  ихъ  основаніи 
на  высоты. 

Объёмы  тѣхъ  же  цилиндровъ  относятся  между  собой  какъ 
произведенія  квадратовъ  радіусовъ  ихъ  основаніи  на  высоты. 

Боковыя  поверхности  двухъ  прямыхъ  конусовъ  относятся 
между  собоіі  какъ  произведенія  радіусовъ  ихъ  основаній  на 
производящія. 

Объёмы  тѣхъ  же  конусовъ  относятся  между  собоіі  какъ 
произведенія  квадратовъ  радіусовъ  ихъ  основаніи  на  высоты. 
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Боковая  поверхность  усѣченнаго  прямого  кощеа  равна  полу- 
сумма,  окружности  двух*,  основаніи,  помножена  ой  на  произ¬ 
водящую  «ли  па  наклонный  бот. 

Для  доказательства  послѣдняго  предложенія,  пусть  уду 
В  н  г  радіусы  нижняго  и  верхняго  основанія  усѣченнаго  кону¬ 
са.  Означимъ  чрезъ  з  .производящую  малаго  отсѣченнаго  ко¬ 
нуса  а  чрезъ  5  производящую  полнаго  большаго  конуса, 
5-з  изобразитъ  наклонный  бокъ  разсматриваемаго  усѣченнаго 
конуса.  Пусть  будетъ  сверхъ  того  Е  боковая  поверхность  боль¬ 
шаго,  а  е  боковая  поверхность  малаго  конуса;  искомая  боковая 
поверхность  опредѣлится  разностію  Е-с.  Но,  въ  силу  прел. 
ПО,  будетъ  е  =  %к8'  {  =  пяі 

слѣдовательно  в_е  =  л(й5_п)і 

съ  другой  же  стороны  имѣемъ 

Я:  Г  =  8:  , 


откуда 


И  такъ 


или 


г5 

А 

г?  Я' 


з  г?  5\  с 

Е-е  =  н(ПЗ - г)  =  *8 


Е  —  е  =  тс(Л-4- 


(Л -г)  5. 

1 '  Я 


Изъ  подобія  же  треугольниковъ,  получаемыхъ  при  пересѣченіи 
большаго  конуса  плоскостію  проходящею  чрезъ  его  ось,  на- 
ходимъ 

Я  — Г:  8  — 8  =  Я:  8, 

откуда 

(Я  —  г)8 


Я 


5  —  8. 


Слѣдовательно 

Е  —  е  =  к(Я -+■  г)  (5  —  в) 
согласно  съ  предл.  142. 


і» 


НС 


Объёмъ  прямого  усѣченною  конуса  равенъ  суммѣ  объемовъ 
трехъ  полныхъ  конусовъ,  имѣющихъ  одну  высоту  съ  усѣчен- 
іі,, сд,.  143.  ченнымъ,  а  основаніями:  1°  ннжнее  основаніе  даннаго;  2° 
верхнее  ею  основаніе ;  3°  среднюю  геометрическую  площадь 

между  верхнимъ  и  нижнимъ  основаніями. 

Доказательство  этого  предложенія  ничѣмъ  не  отличается  отъ 
доказательства  предлож.  132. 

16.  Поверхность  шара  равняется  учетверенной  площади 
Пред...  144.  большаго  его  круга,  или,  что  всё  равно ,  произведенію  окруж¬ 
ности  большаго  круга  на  его  діаметръ . 

Это  предложеніе  очень  легко  доказать  основываясь  на  тео¬ 
ріи  безконечно-малыхъ  величинъ  слѣдующимъ  образомъ:  пусть 
Ф„г.  40.  будетъ  АМВ  полуокружность  большаго  круга,  АВ  его  діаметръ, 
а  ЙДО  неизмѣримо-малая  дуга,  сливающаяся  съ  хордою. 
Опустимъ  изъ  точекъ  М  и  N  на  діаметръ  АВ  перпендику¬ 
ляры  Мт  и  N0,  и  означимъ  чрезъ  П  радіусъ  СМ  шара,  а 
чрезъ  Л  перпендикуляръ  МР,  опущенный  на  прямую  N11;  такъ 
какъ  линія  К  менѣе  хорды  Ш,  то  сама  будетъ  неизмѣримо¬ 
малою  величиною.  Сверхъ  того,  назовемъ  /с  безконечно-ма¬ 
лую  линію  КР.  Полуокружность  АМВ,  совершивъ  полное 
обращеніе  около  діаметра  АВ,  произведетъ  шаровую  поверх¬ 
ность,  а  неизмѣримо-малая  дуга  или  хорда  МИ,  опишетъ  по¬ 
верхность  усѣченнаго  конуса,  которая,  въ  силу  предл.  14-2, 

будетъ  равна  _  _  _ 

тт(Мш  N0)  X  Мі\  =  фМш  Ч-  X  NN. 

По,  изъ  подобія  треугольниковъ  МСт,  МКР,  получимъ 

"Мт :  МС  =  МР-  Ж 


откуда,  по  причинѣ  МС  —  Я  и  МР  —  /і, 

ЛХЛ. 


мн= 


Мт 


II  такъ,  поверхность  усѣченнаго  конуса,  образуемаго  враще¬ 
ніемъ  безконечно-малой  дуги  Мі\,  будетъ 


п  чу  і.  пвин 

*(2Мт  -1-  *)  -I- 

ц„  Та„  какъ  безконечно-малая  величина  к.  на  основан,,, 

1  _  №  19  (Отдала,  V),  должна  быть  откинута 

сказаннаго  въ  л»  іа  V'-' 

предъ  конечною  величиною  аМш,  то  членъ  пропадетъ, 

д,я  мѣры  боковой  поверхности  конуса  останется  выраженіе 
*  »  ГГДѢ  к  означаетъ  высоту  отрѣзка.  Слѣдовательно,  если 
’  лек  ліамстпъ  АВ  на  безчисленное  множество  час 

:и“ГГ:Тждая  поверхность  ученнаго  — 
соотвѣтствующая  подобной  частицѣ, 

3  сумма  нхъ  будетъ  площадь 

Гт  лпѵгой  же  стороны,  такъ  какъ 

съ  другой  1  „  т0  „  получимъ  для  поверхно- 

круга,  описаннаго  радіусомъ  и,  з 

сти  шара  учетверенную  площадь  большаго  круга. 

Предложенное  доказательство  равно  приличествуетъ  поверх- 

постамъ  шароваго  сегмента  и  пояса,  такъ  что 

Поверхность  шароваго  сегмента,  а  также  пома, ,  Рм 

окружности  большаго  круга,  умноженной  на  высоту 

триваемаго  сегмента  или  пояса ,  , 

17.  Объёмъ  шара  равенъ  поверхности  его,  умноженію 

треть  радіуса. 

Для  доказательства  этого  предложенія,  Преподаватель  зам  - 
тв'ъ  что  поверхность  шара  можетъ  быть  замѣнена  многогран¬ 
ною  ’  поверхностію,  состоящею  изъ  безконечнаго  множества 
неизмѣримо-малыхъ  граней,  подобно  тому,  какъ  окружность 
замѣняется  многоугольникомъ  о  безконечномъ  множествѣ  ней»  - 

римо-малыхъ  сторонъ.  На  такомъ  опоив»,  объемъ  Р 
можно  принимать  за  объемъ  многогранника,  съ  безчисленны 
Гоіствомъ  граней.  Проведа  чрезъ  ребры  послѣдняго  и  чрезъ 
центръ  шара  плоскости,  мы  разобъемъ  разсматриваемый  много¬ 
гранникъ  на  безчисленное  множество  пирамидъ,  имѣющихъ 


Пре  дл 


Пред  і 
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общею  высотою  радіусъ  шара,  а  основаніями,  грани  много¬ 
гранника.  Такъ  какъ  объёмъ  всякой  пирамиды  равенъ  площа¬ 
ди  основанія,  умноженной  на  треть  высоты,  то  объемъ  всѣхъ 
или  нѣсколькихъ  такихъ  пирамидъ,  равенъ  суммѣ  соотвѣтст¬ 
венныхъ  основаній,  умноженной  на  треть  радіуса.  Отсюда 
непосредственно  выводимъ  предлож.  146,  и,  сверхъ  того,  за¬ 
ключаемъ,  что  объёмъ  шароваго  сектора  равенъ  поверхности 
1  соотвѣтствующаго  сегмента ,  умноженной  па  третъ  радіуса. 

Чтобъ  получить  объёмъ  шароваго  сегмента,  стоитъ  только  изъ 
объёма  сектора  вычесть  объёмъ  конуса,  имѣющаго  основаніемъ 
самое  основаніе  сегмента,  а  высотою,  разность  между  радіу¬ 
сомъ  шара  и  высотою  сегмента.  Объёмъ  шароваго  пояса  по¬ 
лучится  очевидно  взявъ  разность  объёмовъ  двухъ  шаровыхъ 
сегментовъ. 

Означивъ  чрезъ  Д  радіусъ  шара,  чрезъ  Л  высоту  сегмента, 
а  чрезъ  У  его  объёмъ,  и  наблюдал,  что  радіусъ  круга,  слу¬ 
жащаго  основаніемъ  сегменту,  будетъ  среднею  пропорціональ¬ 
ною  линіею  между  двумя  отрѣзками  Л  п  2Д— Л  діаметра  (От- 
дт.лъ  VI,  Л#  22),  получимъ,  основываясь  на  предложеніяхъ 

145  и  141:  д 

Г  =  2тг ЮіЛ  —  ък  (2Д  —  А)*  — 7~~> 

О  ** 

или,  по  сокращенія, 

Г=ігА*(Л  —  ^А). 

И  такъ 

Объёмъ  шароваго  сегмента  равномѣренъ  съ  объёмомъ  цилин¬ 
дра,  котораго  основаніе  есть  кругъ,  описанный  радіусомъ,  рав- 
II, 1^8.  1Шмг  выс0т, ь  самаго  сегмента ,  а  высота,  радіусъ  шара  безъ 

одной  трети  высоты  сегмента. 

Объёмъ  сегмента  о  двухъ  основаніяхъ  имѣетъ  мѣрою  произ¬ 
веденіе  полу-суммы  плогцадей  двухъ  основаній  на  высоту,  ело - 
Прслл.  149.  жснное  съ  объёмомъ  шара,  описаннаго  радіусомъ ,  равнымъ  по¬ 
ловишь  этой  самой  высоты. 

Удержимъ  означенія,  которыя  сеіі-часъ  употребили,  и  назо¬ 
вемъ  сверхъ  того  буквою  А'  высоту  другаго  сегмента  объ  од¬ 
номъ  основаніи.  Пусть  будетъ  А'>А  и  к'  —  к=Н  высота  раз- 


149 


товъ,  то  получимъ  ^ 

„  =  тс А'2  (Д  —  і  А')  - (Д  -  з 


или 


А'2  -+-  А'Д 

ѵ  —  7Г  (А'  —  А)[Л  (к'  -+-  к)  5 


Но  радіусъ  г’  большаго  основанія  пояса  есть  средняя  про- 

Р  ^  -  од _ кг,  а  пВдіусъ  г  меньшаго  осно- 

иорціоиальная  между  А  и  а  Рад  3 

взнія,  между  А  и  2 Д-А;  слѣдовательно 

г-2  —  (2й  —  к')  к'  =  2  Л  А'  —  А'2 
г2  (2Д  —  А)А  =  2ЛА  А2 . 

Означивъ  «е  площади  ятяхъ  двухъ  основаній  соотвѣтственно 
чрезъ  А  и  я,  тАі°ТСАЯ^г,1=%{ІВІ 

а  =  тег2  =  тс  (2ДА  —  А2) , 

„  поэтому,  сложивъ  послѣднія  двя  уравненія  н  ряздѣливъ  на  2, 

М2  -»г  Л2  п  А  -г- а 

п  [Д(А'-нЛ) - а—  ]  —  -Т“’ 


или 


Ал-  а  _Л'2-*-Л2 

Г.П  ( А '  Л)  =  — 2 - *“  2  ' 


Но  найденное  выше  выраженіе  для  о,  по  замѣнено  въ  номъ 

разности  Л'-ѣ  высотою  пояса  Я,  лоставляетъ 
1  л'а  Л-  кЧг  л-  № 


д'2-Д-  Л'А-нА2  „ 
«  =  тгЯД(Л'  -V-  А)  —  тс. - ^ - " 


Слѣдовательно 


лч-а  Л' 2  -4-  Л2  „  ,  ГЧ-.'1*”  „ 

„=±іДя-*-н.  — г~И  5 


Съ  другой  стороны,  разность 


почему 


Й'2  +  Л2  _  А^+^+Л2  ^ 

*• — —• я_  з 

Аі2_2Л'Л-»-м,_  т„  У'-'*1!  — 
=тш( - ^ - )—  6  6 


Д-*-а  _  .  4М4*)3 

V  =  — - —  •  П  Н - 5  1 


сообразно  съ  предлож.  149. 


* 


150 


18.  Прямые  цилиндры  и  прямые  конусы  называются  по¬ 
добными,  когда  сходственныя  ихъ  линіи,  напримѣръ  радіусы 
основаніи  и  высоты,  соотвѣтственно  пропорціональны. 

Пусть  будутъ  П,Н,5,Е  и  V  радіусъ  основанія  цилиндра 
или  конуса,  высота,  производящая,  боковая  поверхность  и 
объёмъ,  а  г,  /і,  8,  е  и»  тѣ  же  величины  въ  разсужденіи  друга¬ 
го  цилиндра  или  конуса.  Для  цилиндровъ  получимъ 
к  Е  =  7гЛ$  И  в  =  7ГГ5, 

откуда 

Е  _  Л5 
е  г*  ’ 

съ  другой  же  стороны,  по  причинѣ  пропорціональности  сход¬ 
ственныхъ  линій, 

5  П 

$  г 

почему  и  будетъ 


Точно  такой  же  результатъ  получится  для  подобныхъ  кону¬ 
совъ,  такъ  что  ...  .. 

Боковыя  поверхности  подобныхъ  цилиндровъ  и  конусовъ 
Пред...  130.  пропорціоиальпи  квадратамъ  сходственныхъ  ихъ  линіи . 

Для  объёмовъ  двухъ  цилиндровъ  имѣемъ 


откуда 


но 


слѣдовательно 


V  —  7Г ЯЧІ  И  V  =  игѢ, 

V  __  Я  2п 

7  —  гч' 

Н  __  К 

К  Г 


ѵ 


151 


То  же  самое  по., учится  д..я  подобныхъ  конусовъ.  И  такъ 

Объёмы  подобныхъ  цгитдрооъ  п  конусовъ  пропорціоналъ  ^  ^  ш 

мы  кѵбамъ  сходственныхъ  ихъ  лиши. 

Пусть  К,  Е  и  V  означаютъ  радіусъ,  поверхность 
тара,  а  г,  к  и  а  тѣ  же  величины  для  другаго.  Будетъ 
Е  =  4ттК2  и  е  =  4тгг2; 

слѣдовательно 

Е  __  й2  ' 

Т  г2 

Для  сравненія  объёмовъ  двухъ  шаровъ  имѣемъ 

_ Я 


471  й3 


И  V 


47 ГГ3 

“1Г 


откуда  у  лз 

и 

и  такъ  предложеніи  150  и  151  справедливый  для  шаровъ. 

Послѣднія  два  предложеніи  150  и  15.,  и  подобныя  имъ  въ 

разсужденіи  многогранниковъ,  объясняютъ  какъ  нельзя  лу  т 

смыслъ  въ  которомъ  говорятъ,  что  поверхность  имѣетъ  да 

■„  1  объемъ  три.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  пусть  будутъ  два 
измѣренія,  а  объемъ,  т} 

подобныя  Тѣла,  положимъ  изъ  числа  тѣхъ,  которыя  мы  ей 
довали.  Означимъ  чрезъ  5  канун,  побудь  опредѣ-шіщн ,  лш  . 
разсматриваемую  въ  одномъ  изъ  этихъ  двухъ  тѣлъ,  чрезъ  .. 
ого  поверхность,  а  чрезъ  V  объёмъ.  Если  изобразимъ  буквами 
е,  о  тѣ  же  величины  относительно  второго  тѣла,  то  получи,. 

два  уравненія 

Е 
е 

или 


52  V  & 

Ъ  и  «  =  73’ 


Е  --  -,Х$2  и  V  —  ~3У.  53. 
8  ® 


Вообразимъ  теперь,  что  второе  тѣло  принято  за  сравнитель¬ 
ную  единицу,  такъ  что  поверхность  его  а  принимается  за  « 


« 
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пицу  площади,  объёмъ  ю  за  единицу  объёма ,  наконецъ  линія 
я  за  единицу  длины.  Тогда  послѣднія  уравненія  приведутъ  къ 
слѣдующимъ  выраженіямъ  поверхности  и  объёма: 

Е  ■=  5*  и  V  =  53, 

такъ  что  поверхность  изобразится  произведеніемъ  двухъ  лиши, 
которыя  и  будутъ  ея  двумя  измѣреніями,  а  объёмъ,  произ¬ 
веденіемъ  трехъ  линій,  означающихъ  три  его  измѣренія.  Хотя 
подъ  5  мы  и  разумѣемъ  линію,  но,  собственно  говоря,  5 
означаетъ  отношеніе  5  къ  линейной  длинѣ  5,  и  поэтому  будетъ 
числомъ  отвлеченнымъ.  Слѣдовательно  и  степени  5-  и  53  изоб¬ 
разятъ  числа  отвлеченныя;  такъ  будетъ  означать  сколько  въ 
поверхности  Е  заключается  единичныхъ  площадей  «2  (квадра¬ 
товъ,  построенныхъ  на  сторонѣ  5=1),  а  X3,  сколько  находится  въ 
V  единичныхъ  объёмовъ  53  (кубовъ,  имѣющихъ  ребромъ  5=1). 

19.  На  основаніи  сказаннаго  о  мѣрѣ  поверхностей  и  объё¬ 
мовъ  цилиндра,  конуса  и  шара,  можно  непосредственно  выве¬ 
сти  слѣдующія  предложенія: 

Боковая  поверхность  прямого  цилиндра,  описаннаго  около 
шара,  равна  поверхности  самаго  шара.  Объёмъ  разсматри- 
Ирелі.  152.  ваемаго  цилипдра  равенъ  полтора  раза  взятому  объёму 

шара. 

Если  къ  боковой  поверхности  цилиндра  придадимъ  площади 
двухъ  его  основаній,  то  получимъ  для  суммы,  какъ  и  при 
сравненіи  объёмовъ,  полтора  раза  взятую  поверхность  шара. 
Эти  примѣчательныя  отношенія  открыты  Архимедомъ. 
Положимъ  еще,  что  около  шара  описанъ  прямой  конусъ, 

котораго  производящая  равна  діаметру  основанія  самаго  конуса. 

Если  означимъ  чрезъ  Б  радіусъ  шара,  то  легко  видѣть,  что 
радіусъ  основанія  конуса  изобразится  чрезъ  Б]/з,  а  поэто¬ 
му  производящая  его  будетъ  равна  2/?^з7  Слѣдова¬ 
тельно 
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боковая  поверхность  конуса  __ 
поверхности  шара 

Наконецъ  замѣтивъ,  что  высота  конуса  естъ  .Я.  найдете, 

зкК2.— 

объёмъ  конуса  _  39 


объёму  шара 


47Г  Д3 

3 


Въ  заключеніе  курса,  Преподаватель  сдѣлаетъ  кратки,  пере- 
всего  пройденнаго  изъ  Геометр, и,  и,  если  позволитъ  „ре 
„  займетъ  воспитанниковъ  рѣшеніемъ  нѣкоторымъ  практиче¬ 
нъ  задачъ,  относящихся  къ  измѣренію  поверхностен  и 
б-ьёмовъ  тѣлъ.  Этими  упражненіями  окончится  курсъ  Началь- 
юГ,  Геометріи  въ  объемѣ,  достаточномъ  въ  отношеніи  у  мозр 
■о, „„ой  сторон,,,  науки,  а  равно  и  практической  ея  Цѣли. 
Дѣйствительно,  по  Конспекту,  въ  теоретической  части  не  пр 
пущено  ничего  существеннаго,  при  чёмъ  „ъ  порядкѣ  предме 
'  1  соблюдена  „о  возможности  послѣдовательность,  опрпвдь,- 
Геіая  I  системою  изложенія,  которая  была  подробно  разе- 
Оститъ  замѣчай, яхъ.  Съ  другой  стороны,  при 

бранавъ.  >  ..„„Конспекта  Геометріи,  постоянно 

составленіи  Про'раммы  и  Контента  и 

ИМѢЛИ  въ  виду  практическую  Цѣль  е„  въ, ~ 

„остямъ  воспитанниковъ  Военно-Учебныхъ  Заведен,,,.  Со 

и0  съ  такимъ  воззрѣніемъ,  приложено  было  возможное  стар  - 

2  .„„бъ  въ  составъ  Геометріи  вон,.,,,  всѣ  тѣ  предложен, я 

которыя  имѣютъ  непосредственное  приложен*  въ  Аиа.штиче- 

й  Геометріи  въ  Фортификаціи,  Артиллеріи,  Топографіи, 

Математической  Географіи,  Физикѣ  и  Механикѣ.  Рѣшать  же 

въ  самомъ  Курсѣ  Геометріи  вопросы,  относящіеся і  ьь  эти 

наукамъ,  признано  -Р-ы. 

употребляем іакТвъ^ этихъ  предметахъ,  большею  частію  еще  ш, 
знакомы  учащимся.  Самое  же  изложеніе  Геометр,,,  должно 
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быть  таково,  чтобы  въ  послѣдствіи  рѣшеніе  упоминаемыхъ 
задачъ  не  представляло  никакихъ  затрудненій  для  воспитан¬ 
никовъ;  при  совѣстливомъ  исполненіи  Программы  по  указа¬ 
ніямъ  Конспекта,  эта  цѣль  будетъ  достигнута. 
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